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ACCADEMIA PONTIFICIA DE* NUOVI LINCEI 

ANNO XXXVIII. 


ELENCO DEI SOCI 


Data 

Soci Ordinari 

DELLA ELEZIONE 


2 Febbraio i862. 

Azzarclli Prof. Cav. Mattia. * 

3 Luglio 1847. 

Boncotnpagni Principe D. Baldassarre. 

2 Giugno 1867. 

Caslracane degli Anlelminelli, Ab. Conte Francesco. 

5 Maggio 1878. 

Ciampi I*. Felice. 

20 Febbraio 1876. 

Cola pielro Prof, Dott. Domenico. 

7 Maggio 1871. 

De Rossi Prof. Cav. Micbele Stefano. 

2C Febbraio 1876. 

De Rossi Re Prof. Vincenzo. 

18 Giugno 1876. 

Descemet Conni). Carlo. 

27 Aprile 1873. 

Ferrari P. G. Stanislao. 

18 Giugno 1876. 

Foglini P. Giacomo. 

3 Giugno 1866. 

Guglielmotti P. Alberto. 

20 Febbraio 1876. 

Guidi Cav. Filippo. 

5 Maggio 1878. 

J.ad.elci Prof. Dott. Francesco. 

24 Gennaio 1875. 

Lais P. Giuseppe. 

5 Maggio 1878. 

Lanzi Doli. Matteo. 

27 Aprile 1873. 

Olivieri Cav. Giuseppe. 

7 Maggio 1871. 

Provenzali P. Francesco Saverio. 

7 Maggio 1871. 

Regnani Monsignor Prof. Francesco. 

16 Marzo 1879. 

Saba (ucci Cav. Placido. 

is Gennaio 1882. 

Solivelli Dott. Alessandro. 

18 Giugno 1876. 

Statuti Cav. Prof. Augusto. 

20 Febbraio 1876. 

Tancioni Prof. Cav. Gaetano. 

28 Gennaio 1883. 

Tnccimei Prof. Giuseppe. 


Soci Onorari 

5 Maggio 1878. 

Sua Santità Leone capa XIII. 

28 Marzo 1883. 

S. E. Rina il Card. Gaetano Alimonda, Arcivescovo di 


Torino. 

17 Febbraio 1S79. 

S. E. Rma IlaynaldCard. Ludovico, Arcivescovo di Colocza. 

16 Marzo 1879. 

Boncompagni I). Ugo Marchese di Vignola. 

5 Maggio 1878. 

Ciccolini Monsignore Stefano. 

25 Maggio 1848. 

Cugnoni Iug. Ignazio. 

5 Maggio 1878. 

• De Rossi Comm. Giovanni Battista. 

25 Maggio 1878. 

Palomba Cav. Clemente. 

16 Dicembre 1883. 

Slcrbini Comm. Giulio. 

5 Maggio 1878. 

Vannutelli Monsignore Yinceuzo. 
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Data 

DELLA ELEZIONE 

16 'Giugno 1878. 
5 Maggio 1878. 
12 Giugno 1881. 
26 Maggio 1878. 
26 Maggio 1878. 
23 Maggio 1880. 
26 Maggio 1878. 
5 Maggio 1878. 
26 Maggio 1878. 
5 Maggio 1878. 
S Maggio 1878. 
12 Giugno 1881. 
5 Maggio 1878. 
26 Maggio 1878. 


27 Aprile 1873. 

11 Maggio 1851. 

12 Giugno 1881 . 
23 Aprile 1876 . 

22 Febbraio 1885. 

23 Maggio 1880 . 

2 Maggio 1858. 

27 Aprile 1873. 

18 Giugno 1876. 

23 Maggio 1880 . 

12 Giugno 1881. 
23 Aprile 1876. 

23 Aprile 1876. 

19 Aprile 1885. 

19 Aprile 1885. 

28 Gennaio 1883. 
12 Giugno 1881 . 

1 Aprile 1860. 

19 Aprile 1885. 
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Soci Aggiunti 

Boncompagni Ludovisi D. Luigi. 

Bonetti Prof. D. Filippo. 

Buti Monsignore Prof. Giuseppe. 

De Courten Ing. Giuseppe Erasmo. . 

Del Drago dei principi, D. Ferdinando. 

Fonti Marchese Luigi. 

Giovenale Ing. Giovanni. 

Gismondi Prof. D. Cesare. 

Paloni Prof. D. Venanzio. 

Persiani Prof. Eugenio. 

Persiani Prof. Odoardo. 

Santovelti Prof. D. Francesco. 

Seganti Prof. Alessandro. 

Zama Prof. Edoardo. 

Soci Corrispondenti italiani 

Bertelli P. Timoteo, Professore al Collegio alla Querce, 
Firenze. 

Betti Comm. Enrico, Professore nella R. Università di Pisa. 
Bruno Prof. D. Carlo, Mondovì. 

Cecchi P. Filippo , Direttore dell’Osservatorio Xime- 
niano, Firenze. 

Cerebotani Prof. Luigi, Verona. 

De Andreis Ingegnere Angelo, Roma. 

De Gasperis Comm. Annibaie, Professore nella R. Uni- 
versità, Napoli. 

Denza P. Francesco, Direttore dell’Osservatorio di Mon- 
calieri. 

De Simoni Cav. Avv. Cornelio, Segretario degli Ar- 
chivi di Stato, Genova. 

Donati Biagio, Civitavecchia. 

Egidi P. Giovanni, Roma. 

Galli Prof. D. Ignazio, Direttore dell’Osservatorio me- 
teorico municipale, Velletri. 

Garibaldi Prof. Pietro Maria, Direttore dell’Osserva- 
torio meteorologico, Genova. 

Genocchi Prof. Angelo, Torino. 

Grassi Landi Monsignore Bartolomeo, Roma. 

Mazzetti Ab. Giuseppe, Modena. 

Medichini prof. D. Simone, Viterbo. 

Meneghini Comm. Prof. Giuseppe, Pisa. 

Mercalli Prof. Sac. Giuseppe, Monza. 
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Soci Corrispondenti italiani 

Luvini Prof. Giovanni, Torino. 

Ragona prof: Domenico, Modena. 

Rossi Prof. Stefano, Domodossola. 

Scacciti Prof. Arcangelo, Napoli. 

Seghetti Dott. Domenico, Frascati. 

Seguenaa Prof. Cav. Giuseppe, Messina. 

StoppaniProf. D. Antonio, Dirett.del Museo GrvicoyNlil&no'. 
Tardy Comm. Plàcido, Professoie nella R. Università, 
Genova. 

Tara zza Cav. Domenico, Professore nella R. Università, 
Padova. 

Venturo!» Cav. Dott. Marcellino, Bologna. 

Villa Antonio, Milano. 

Soci Corrispondenti 1 stranieri 

Airy G. B. Greenwich'. 

Bertin Emilio, ingegnere delle costruzioni navali, 
Brest. 

Bertrand Giuseppe Luigi, Membro dell’ Istituto di' Fran- 
cia, Parigi. 

Breithof Nicola, Professore all 1 ’ Università di Lertfiriò. 
23 Maggio 1880 . Carnoy prof. Giuseppe, Lovanio. 

23 Maggio 1880. Carnoy prof. Giovanni Ballista, Lovanio. 

12 Giugno issi. Catalan prof. Eugenio, Lidge. 

12 Giugno issi. Cértcs prof. Adviano, Parigi. 

20 Aprile 1881. D’Abbadie Antonio, Parigi. 

4 Marzo 1866. Dausse Battista, Ingegnere idraulico, Parigi. 

16 Febbraio 1879. De Basterot Conte S. 

il Giuguo 1865. De Caligny marchese Ànatolio, Versaille. 

io Giugno 1860. De Candolle Alfonso, Ginevra. 

16 Dicembre 1883. De JonquibreS, Àmidi ràglio, Parigi. 

4 Marzo 1866. De Saint-Venanl, Méiflbrt» dèll’Acc. delle scienze del- 

l’Istituto di Francia, Vénd'ótne. 

16 Febbraio 1879. Di Brazzà Savorgnan Conte Pietro. ‘ 
io Luglio 1853. Du Bois Reymond E., Berlino. 

8 Aprile 1866 . Fizcau Armando IppoLito , Membro dell’ Acc. delle 

scienze dell’Istituto di Francia, Parigi, 

22 Febbraio 1874. Gilbert Filippo, Professore nell’ Università cattolica di 

Lovanio. 

17 Novembre isso. Henry, Segt'etal-ib dellTstituto Smitsoniano di Washin- 

gton. 


Data 

DELLA ELEZIONE 

22 Febbraio 1885. 

15 Gennaio 1882. 
19 Aprile. 1885. 

4 Maggio 1849. ' 
28 Gennaio 1883. 

23 Aprile 1876. 

23 Aprile 1877. 

4 Febbraio 1849. 

13 Gennaio 1867. 

16 Dicembre 1883. 
l Aprile 1860. 


17 Novembre 1850. 
21 Decembre 1873. 

8 Aprile isso. 

17 Marzo 1878. 
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Data 

Soci Corrispondenti stranieri 

DELLA ELEZIONE 


6 Luglio 1873. 

Hermitc Carlo, Membro dell’Accademia delle scienze 


dell’Istituto di Francia. 

18 Giugno 1876. 

Joubert P. Carlo. 

4 Marzo 1866. 

Le Joli Augusto, Cherbourg. 

12 Giugno 1881. 

Le Paige Prof. Costantino, Lie'ge. 

10 Luglio 1353. 

Liais E. Astronomo in Parigi. 

10 Luglio 1853. 

Malmsten Doti. C. G. professore di matematica nell’U- 


niversit’a di Upsal. 

20 Aprile 1884. 

Meignan Monsignor Guglielmo, Arcivescovo di Tours. 

10 Luglio 1853. 

Neumann Dott. Professore nell’Università di Kònisberg. 

18 Giugno 1876. 

Pepin P. Teofilo. 

28 Gennaio 1883. 

Perry P. Stefano Giuseppe, Direttore dell’Osserva torio 


di Stonyhurst. 

20 Aprile 1884. 

Renard, R. P. Bruxelles. 

10 Luglio 1853. 

Roberts G. professore al collegio Monayhan, Dublino. 

20 Aprile 1834. 

Roig y Torres Prof. Raffaele, Barcellona. 

2 Maggio 1858. 

Sabine Edoardo, Londra. 

20 Gennaio 1884. 

Schimd D. Julius, Professore nell’Università di Tubbinga. 

io Giugno 1860. 

Soret Luigi, Ginevra. 

2 Maggio 1853. 

Thomson Guglielmo , Professore nell’ Università di 


Glasgow. 

2 Maggio 1858. 

Wehlberg Pietro Federico, Stockolm. 




Presidente 

Conte Ab. Francesco Castracane degli Antelminelli. 
Segretario 

Cav. Prof. Michele Stefano De Rossi 

Vice Segretario 
P. Giuseppe Lais. 

Comitato Accademico 

Conte Ab. F. Castracane. Prof. M. S. de Rossi. 
Prof. M. Azzarelli. P. F. S. Provenzali. 

P. G. S. Ferrari. 

Commissione di censura 

Principe D. B. Boncompagni. Prof. A. Statuti. 

P. G. S. Ferrari. P. F. S. Provenzali. 

Tesoriere 
P. G. S. Ferrari. 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’ NUOVI LINCEI 

SESSIONE I a DEL U DICEMBRE 1884 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELM1NELLI 


MEMORIE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


SULLA TRASPARENZA DELL’ACQUA DI MARE 

NOTA 

DEL P. F. S. PROVENZALI, D. C. D. G. 

fje radiazioni solari possono esercitare qualche azione chimica nelle grandi 
profondità sottomarine? Fu questo il quesito che sul cominciare del nuovo 
anno accademico il nostro eh. Presidente volgeva. ai suoi colleglli ad occa- 
sione delle recenti esplorazioni eseguite nei grandi fondi dalle Commissioni 
a tale scopo nominate da vari Governi e specialmente dall’ Inghilterra e 
dalla Francia. Dopo i risultati ottenuti da queste Commissioni non è più 
lecito sostenere l’antica ipotesi che nei mari la vita sia limitata a qualche 
centinaio di metri sotto la superficie ; ma è fatto certo che a cinque e più 
chilometri di profondità passano per tutti gli stadi della vita innumerabili 
organismi di svariatissime forme, dei quali alcuni anche per vaghezza e 
vivacità di colorito non la cedono a quelli che vivono in vicinanza delle 
coste ed ovunque la luce solare esercita liberamente il suo influsso (f). E 

(i) Le collezioni zoologiche e mineralogiche raccolte nel fondo del mare dalle sole Commissioni 
del Travailleur nel 1S81 e 1882 e del Talisman nel 1833 furono si copiose da somministrare tutto 
il materiale della grande Esposizione aperta al pubblico nei locali annessi al Museo di Storia 
naturale di Parigi. 
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se questo influsso non giunge e farsi sentire iu quegli abissi, come si po- 
tranno conciliare le recenti scoperte coi principi ammessi da tutti i natu- 
ralisti sulla necessità della luce pel completo sviluppo e colorazione degli 
esseri organizzati? 

Alcuni sono di opinione che nei grandi fondi sottomarini la luce solare 
possa essere surrogata dalla fosforescenza, tanto comune fra gli abitanti delle 
acque che non di rado la superficie del mare presenta nella notte per lun- 
ghi tratti l’apparenza del latte o della neve. Questa ingegnosa ipotesi quanto 
agli effetti puramente fisiologici della luce, ossia per ciò che riguarda i 
fenomeni della visione, non ha nulla d’inverisimile, anzi deve dirsi oltre- 
modo probabile, se non altro perchè i pesci appartenendo in gran- parte 
alla categoria degli animali notturni, hanno spesso bisogno di un altro 
mezzo diverso dalla luce solare per mettersi in comunicazione cogli oggetti 
esteriori. Non è così quanto agli effetti chimici della luce, pei quali non 
sembra che le radiazioni solari possano essere sostituite dallo splendore fos- 
forico. È antica osservazione che in molti animali marini in attuale condi- 
zione di vita la fosforescenza non è permanente, ma solo la manifestano 
quando ne sentono il bisogno o vengono a ciò stimolati da qualche agente 
esteriore come p. e. da notevole variazione di temperatura ovvero dall'agi- 
tazione del me^zo in cui vivono o dall’attrito di altri corpi. Di più si è 
osservato in molti dei suddetti animali che per divenire fosforescenti de- 
vouo produrre delle contrazioni nelle loro membra, onde presto si stancano 
e cessano di essere luminosi, nè tornano nuovamente a splendere se prima 
non si sono riposati per qualche tempo. La luce da essi emanata deve 
dunque mancare di quella continuità di azione che sempre si richiede af- 
finchè le deboli luci producano effetti chimici. Che se non ostante la tran- 
quillità del mezzo e la bassa e costante temperatura che regnano nelle acque 
profonde, l’emanazione fosforica potesse continuare per un tempo abbastanza 
lungo ed anche essere permanente, come sembra verificarsi in molti pesci, reste- 
rebbe sempre a vedere se la luce che ne proviene sia o no dotata d’azione chi- 
mica. Quello che su tale proposito abbiamo dalla sperienza è che le radia- 
zioni emesse dagli animali marini fosforescenti non hanno finora dato che 
delle* imagini prismatiche continue, ossia prive di righe oscure c luminose, 
epperò simili a quelle de’ corpi incandescenti, clic uon emettono radiazioni 
chimiche attive o solo debolissime (i). Del resto anche in tutte le altre 


(1) V. Compiei renditi de l'Acad. dei Seiencet. — T. 59. pag. 509. 
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luci fosforiche, qualunque ne sia l’origine e la natura, l’azione chimica è scar- 
sissima, nè si rende sensibile che di rado e dopo un tempo lunghissimo. 
Sembra dunque potersi affermare che se gli animali marini sono a dovizia 
dotati della facoltà di splendere, ciò non è per supplire all’azione chimica 
delle radiazioni solari; ma forse perchè hanno essi bisogno di un mezzo 
che secondo le circostanze gli renda capaci e d'illuminare lo spazio circo- 
stante e di sottrarsi alla vista dei loro persecutori. 

Per ciò che riguarda le azioni chimiche necessarie al perfetto sviluppo e 
colorazione degli organismi viventi v’ ha chi pensa, che nelle circostanze 
eccezionali de’ grandi fondi possano quelle azioni compiersi senza la pre- 
senza 'e l’influsso chimico della luce. A formarsi una giusta idea di questa 
ipotesi conviene distinguere la fauua dei grandi fondi dalla flora. Quanto 
alla fauna gli animali terresti i che menano tutta la loro vita nei sotterranei 
o solo escono all’aperto a notte buia, provano abbastanza che anche nelle 
circostanze ordinarie la luce non è indispensabile al perfetto sviluppo e con- 
servazione della vita animale: sotto questo rispetto non v’è dunque che 
opporre alla suddetta ipotesi. Quanto poi alla colorazione della pelle e degli 
altri integumenti esteriori, sebbene non sia dimostrato che in ogni caso vi 
debba intervenire l’azione della luce, pure è certo che un colorito molto 
splendido non si vede negli animali che vivono costantemente all’oscuro, 
come è certo che la luce rinforza ed abbellisce il colorito di quelli che vi 
stanno lungamente esposti; d’onde viene che il dorso sia meglio colorito 
che il ventre si negli animali terrestri che negli acquatici. Ora se ci fac- 
ciamo a considerare i risultati delle recenti esplorazioni sottomarine, tro- 
viamo che nei crostacei de’ grandi fondi non è raro un colore rosso molto 
intenso e che fra gli echinodermi e polipai tratti su da profondità maggiori 
di 2000 metri unitamente a dei frammenti delle rocce a cui erano stabilmente 
fissati, presentarono colori non meno vivi di quelli che si ammirano nei loro 
congeneri che vivono a piccole profondità. Ciò fu pure osservato in alcune 
attinie e pentacrini, il cui splendido colore verde d’erba era del tutto simile 
al colore delle attinie che abitano lungo le coste del Mediterraneo. È vero 
che siffatta ricchezza di colorito non è molto frequente negli abitanti de’ 
grandi fondi, segnatamente nei pesci che in generale sono neri o al più 
screziati di bianco. Ma ciò potrebbe anche attribuirsi al costume di tali 
pesci di rimanere per lo più sepolti nella melma. Una prova di tale costume 
l’abbiamo dal fatto che quei pesci si sono quasi sempre trovati col corpo più o 
meno incrostato da parti fangose tenacemente aderenti alla cute. Ma qua- 
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lunque sia la causa di questa mancanza di colorito in molti animali de’grandi 
fondi, se da una parte tale mancanza è favorevole all’opinione che in quelle pro- 
fondità le azioni chimiche si compiano indipendentemente dall' influsso della 
luce, dall’altra parte poi si trova grande difficolta neU’ammettere che nella 
stessa classe di animali, come nei crinoidi e nelle attinie, la medesima vivezza 
e qualità di colorito si produca tanto sotto l’influsso della luce solare, 
che senza l’intervento di alcuna sorgente luminosa capace di azione chimica. 

Questa difficolta cresce di molto se dalla fauna de’grandi fondi passiamo 
a considerarne la flora; per la ragione che attese le molteplici sperienze 
colle quali i naturalisti da Ray, Bonnct, T. de Saussurre, ecc., fino ai nostri 
giorni (1) hanno dimostrata la genesi della clorofilla, non possiamo più du- 
bitare che la perfetta nutrizione delle piante non ha mai luogo senza il 
concorso di radiazioni atte ad agire chimicamente. 1 ! dubbio solo può na- 
scere intorno al supposto, voglio dire se in realta esista una flora de’grandi 
fondi. I moderni esploratori degli abissi oceanici (2) sembrano disposti ad 
ammettere che al di la di 150 metri sotto la superficie del mare non vi- 
vano esseri vegetali, ma solo animali ; ed è così che danno ragione dei ca- 
ratteri di carnivori osservati nei pesci che abitano le maggiori profondità. 
Questo limite di I50 m assegnato alla flora sottomarina non è ammesso da 
tutti i geologi (3), nè si può ritenere come dato dalla sperienza che per le 
piante di dimensioni ordinarie, le quali non sembra che fiuora si sieno tro- 
vate a profondità molto grandi. E d’altronde non è molto probabile che 
sotto l’enorme pressione di più centinaia d’atmosfere possano crescere delle 
piante fino ad acquistare le ordinarie dimensioni, mentre vediamo che i pesci, 
i crostacei e tutti gli animali che abitano costantemente gli abissi sotto- 
marini sono sempre molto più piccoli dei loro simili che vivono presso la 
superficie delle acque (4). Se poi si tratti di pianticelle piccolissime può 


(1) V. Becquerel. — La lumière. — T. 2. p. 266. 

(2) V. H. Filhol. — Voyage du Talisman. — La Nature. — An. 1884 premier Sem. p. 183. 

(3) Altri geologi assegnano alla flora sottomarina dei limiti assai più estesi <c Tandis que cer- 
» taines hydrophytes se trouvent chaque jour couvcrtes et découvertes al ternati vement par la 
» marèe, dautres vivent dans les abfmesde l'océan à la profondeur énorme de plus de 300 m ». C. 
» Lyell. — Principes de Géologie 4« par. p. 141. 

(4) Gli effetti di compressione e ristringimento prodotti dal peso deir acqua soprastante ai 
grandi fondi si può argomentare da quei dischi di sughero che fecero parte dello scandaglio a 
rete nelle esplorazioni del Talisman e tuttora si conservano nel Musco di Storia naturale a Parigi. 
Questi dischi dopo alcuni giorni di uso sotto la pressione dell’acqua si erano già ridotti alla 
metà del loro volume primitivo ed avevano acquista la consistenza del legno. 
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bene essere avvenuto che queste sieno sfuggite alla osservazione o per la 
loro estrema piccolezza o perchè nell’atto che furono svelte dalla draga e 
durante l’ascensione rimasero frantumate e scontrafatte per modo da non 
potersene facilmente accertare la presenza. A conferma di ciò abbiamo 
l’autorità del eh. nostro collega ed illustre micrografo il Conte F. Castra- 
cane, il quale fu già d’opinione (i) ed ora l’Ila dimostralo con alcune prove 
di fatto che le diatomee, cioè quelle alghe microscopiche che tanto abon- 
dano alla superficie delle acque salse e delle dolci, vivono anche in fondo 
ai mari. Di cinque diversi scandagli fatti dal Travailleur nel fondo del 
Mediterraneo Egli ha potuto accertarsi clic tre erano assolutamente ricchi 
di diatomee e che anche gli altri due non ne erano del tutto privi. Se 
dunque le diatomee vegetano in realtà e si propagano nelle abissali pro- 
fondità dei mari, i limiti assegnati alla flora sottomarina non hanno 
più luogo e la presenza nei grandi fondi di qualche sorgente di azione 
actino-chimica sembra indispensabile. 

Ma è poi certo che in fondo ai mari non penetri mai filo di luce diurna 
e che le radiazioni solari non valgano ad esercitarvi azione chimica di 
sorta? Le prove che si sogliono arrecare a favore della totale mancanza 
di luce solare nel fondo dei mari sòno tratte in parte dal potere assor- 
bente dell’acqua e dalla invisibilità degli oggetti in essa profondamente 
immersi, ed in parte dalle anomalie osservate negli animali che vivono di 
continuo in quei profondi recessi. 

Sul potere assorbente dell’acqua non si hanno prove decisive, che dimo- 
strino nelle grandi profondità l’assorbimento essere completo per ogni specie 
di raggi contenuti nelle radiazioni solari. Si sa però che quando si fa pas- 
sare un fascetto di luce solare attraverso uuo strato d’acqua la cui spes- 
sezza vada progressivamente crescendo, il colore della luce da prima bianco, 
a poco a poco volge al giallo, quindi al ranciato e finalmente al rosso. 
Ma nel tempo stesso che la quantità della luce trasmessa va scemando, 


(1) V. Atti della Pont. Aecad. de'N. Lincei. — A. XXXVI, p. 195. ed A. XXXVII, p. 143. 
Più tardi cioè nella Sessione I a dell’anno XXXVIII il medesimo eh. diatomologo annunziò al- 
l’Accademia che essendosi Egli procurato dalla Commissione del Challenger il contenuto di sei olo- 
turie pescate fra 2511 e 5274 metri di profondità, vi scopri un gran numero di esilissime dia- 
tomee, alcune delle quali conservavano ancora il protoplasma colorato in giallo dall’endocroma. 
D’onde conchiuse che quelle diatomee erano state ingoiate dalle oloturie non in condizione fossile 
o semifossile, ma nello stato di attuale vegetazione epperò che avevano vegetato in fondo al mare; 
non si potendo ammettere che corpicciuoli tanto esili, cioè di solo qualche centesimo di millime- 
tro in larghezza sopra tre o quattro millimetri di lunghezza, abbandonati dalla vita possano 
scendere a tali profondità in cosi breve tempo da conservare il protoplasma e l'endocroma. 
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l’acqua cbe Don è direttamente attraversata dai fascetto diventa laminosa 
diffondendo nello spazio circostante una luce azzurra o verdognola, cioè 
jcomplementaria della luce trasmessa. Quindi si vede che la luce penetrata 
nell’acqua e non trasmessa, solo in parte cessa di esistere come luce, un’altra 
parte non piccola si diffonde per la massa liquida e la illumina. Ed è ap- 
punto per questa diffusione interna che il colore dell’acqua marina appa- 
risce tanto più azzurro quanto è maggiore la profondità. Ma prescindendo 
dalla diffusione interna, che non possiamo dire fin dove si estenda, e solo 
considerando la luce trasmessa, sebbene questa vada seirfpre diminuendo 
per tutte le profondità sperimentate, pure non è provato che tale diminu- 
zione si estenda ad ogni specie di raggi luminosi. L’analogia di ciò che ac- 
cade col calorico oscuro induce piuttosto a credere il contrario. Sono note 
le sperienze colle quali Delaroche, Melloni ed altri fisici mostrarono che 
nei corpi diafani l’assorbimento del calorico per lo più non cresce propor- 
zionalmente allo spessore del corpo assorbente, ma v’ha de’raggi oscuri pei 
quali certi corpi sono perfettamente diatermici. È dunque assai verisimile 
che ciò valga eziandio pei raggi luminosi e che ve ne abbia di quelli pei quali 
l’acqua sia perfettamente diafana. E sebbene tali raggi possano essere de- 
boli a segno da non agire sull’organo della vista, non ne segue che sieno 
affatto privi di azione chimica. Fra l’impressione della luce sull’occhio e 
le azioni chimiche prodotte dalla luce passa una differenza molto conside- 
revole. Sull’occhio l’impressione della luce dura un tempo brevissimo, onde 
i singoli impulsi che esso riceve per l’azione continuata di un raggio luminoso 
non si sommano assieme, di maniera che una luce incapace di produrre la sen- 
sazione della vista, continuando ad agire per molto tempo arrivi poi final- 
mente a destare quella sensazione. Non è così delle azioni chimiche, le 
quali in realtà non essendo altro che semplici azioui meccaniche, possono 
accumularsi e conservarsi nei loro effetti, a quel modo che un urto, sia 
pure debolissimo, se venga ripetuto un gran numero di volte produce lo 
stesso effetto di un urto più energico e di meno lunga durata. 

L’ipotesi che l’acqua sotto qualunque profondità sia perfettamente diafana 
rispetto ad alcuni raggi sembrerà in contradizione col rapido indebolimento 
che soffre la luce crescendo la spessezza dello strato d’acqua che attraversa. 
Tale contradizione svanisce se si osserva che l’assorbimento della luce è un 
fenomeno complesso, dovuto in parte alle molecole pesanti ed in parte 
all’ etere misto alle molecole medesime. Per l’acqua questa doppia origine 
di assorbimento ci è pure indicala dal fatto che il suo potere assorbente 
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per i raggi luminosi si esercita di preferenza sui più rifrangibili , mentre 
poi il suo potere assorbente per i raggi oscuri di minima rifrangibili ta 
supera di tanto quello della luce, che fra tutti i corpi diafani l’acqua è 
uno dei più adiatermici che si conoscano. Quando dunque vediamo che la 
luce di qualunque rifrangibilita essa sia passando per l’acqua rapidamente 
s’indebolisce, possiamo solo inferirne che per l’acqua delle due cause di 
assorbimento almeno una, probabilmente la prima, è assoluta cioè si estende 
ad ogni specie di raggi luminosi. Quanto all’ altra essa potrebbe non esten- 
dersi che ad alcune di quelle specie o anche a tutte tranne una sola. Sicché 
a conchiudere che l’azione dell’acqua sulla luce giunge fino al totale assor- 
bimento, non basta l’aver provato il progressivo indebolirsi della luce col 
crescere la spessezza dell’acqua, ma bisogna anche provare che arriva final- 
mente un punto in cui ogni specie di raggi luminosi rimane estinta; cosa 
che attesa la poca intensità che possono avere i raggi trasmessi non po- 
trebbe accertarsi mediante l’organo della vista. E se al detto fin qui si 
aggiunga che le radiazioni solari oltre i raggi luminosi e calorifici oscuri 
ne contengono molti altri , i quali sebbene incapaci di destare in noi la 
sensazione della luce, qualunque sia la loro intensità, pure agiscono chimi- 
camente (i) e sono in parte trasmessi dall’acqua, con più ragione potremo 
couchiudere che le sperienze fatte fin ora sul potere assorbente dell’acqua 
non valgono a dimostrare che le radiazioni solari non possano produrre 
alcun effetto chimico nelle grandi profondità sottomarine (2). 


(4) Sulla efficacia dei raggi ultra violacei a promuovere la vegetazione furono fatte molle 
sperienze da M. Guillemiu ed il risultato fu che sotto l’azione di quei raggi la colorazione c nu- 
trizione delle piante si opera ugualmente bene che in presenza de’raggi luminosi ; solo il tempo 
a ciò richiesto è maggiore con quelli che con questi. V. Ann. de s Sciences naturelles 4. sèrie par - 
tie botanique. 

(2) La presente nota era già consegnata per la stampa quando ebbi notizia che i Signori 
Fol e Serrazin di Ginevra avevano presentato all'Accademia delle Scienze di Parigi (V. Compie s 
Rendus du 13 Avril 1885) i risultati dei loro studi sulla trasparenza dell’ acqua marina. Questi 
studi furono fatti nella rada di Villefranche a bordo dell ’ Albatros calando a delle profondità sem- 
pre crescenti un apparato che portava delle lamine rese sensibili alla luce mediante l’albumina 
bromurata. Il tempo dell’esposizione alla luce Gltrata attraverso l’acqua fu sempre di 10' e la 
conclusione a cui pervennero è che al di là di 400 metri alcun raggio capace di azione chimica 
non penetra nell’acqua del mare. Ma da siffatti sperimenti non mi sembra che si possa trarre 
una conclusione generale per ogni sorta di raggi e di sostanze impressionabili alle radiazioni so- 
lari. Sappiamo infatti che i diversi corpi non sono sensibili alla luce dentro gli stessi limiti di 
rifirangibilità e che certi raggi capaci di agire chimicamente sai corpi viventi, non hanno azione 
o l’hanno diversa sui composti inorganici ed anche sugli organici dopo sottratti all’azione della 
vita. Lo stesso bromuro d’argento che tanto prontamente viene alterato dai raggi più rifrangibili, 
rimane insensibile ai raggi gialli, ranciati e rossi, che sono, appunto i più facilmente trasmessi 
dall’acqua e i più efficaci a promuovere la formazione della clorofilla, e la nutrizione delle piante. 
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Anche meno concludenti sono le sperienze fatte sulla invisibilita dei corpi 
profondamente immersi nel mare. La vista di tali corpi ci può essere tolta 
da varie cause indipendenti dalla luce da cui sono illuminati. Primieramente 
bisogna tener conto della luce riflessa e diffusa dalla superficie dell’acqua 
e dai corpi circostanti, la quale quando sia abbastanza intensa confonde e 
toglie la percezione dei corpi immersi. A tale inconveniente si ovvia in parte 
facendo uso dello Scopeloscopio proposto da Arago, affine di rendere visi- 
bili gli scogli nascosti sott’ acqua. Questo apparato consiste in un cannocchiale 
munito di un polariscopio che convenientemente orientato estingue la 
luce polarizzata nel primo azimut. Ma sebbene con tale artifizio si arrivi 
talvolta a scoprire sott’acqua degli oggetti che altrimenti passerebbero inos- 
servati, contuttociò rimanendo sempre accessibile all’occhio la luce non po- 
larizzata per riflessione e quella che viene diffusa dalla superficie dell’acqua 
e degli strali sottostanti arriva presto il punto in cui l’intensità di queste 
luci supera notabilmente quella emanata dal corpo immerso; il quale diventa 
invisibile non perchè cessi di essere illuminato, ma perchè sotto una impres- 
sione assai forte l’occhio è insensibile alle più deboli. Oltre di che la vi- 
sibilità dei corpi illuminati non dipende solo dalla luce che ricevono, ma 
eziandio dal loro potere riflettente e diffusivo. I corpi che riflettono molto 
la luce o molla ne assorbono senza diffonderla , poco o nulla si vedono 
ancorché sieno fortemente illuminati. Lo stesso avviene degli oggetti che 
hanno il medesimo colore de’ corpi circostanti o del fondo su cui riposano 
Nel caso poi dei corpi immersi si deve anche aver riguardo alla purezza 
e tranquillità del liquido. In alcuni laghi d’acqua limpida e tranquilla si 
distinguono gli oggetti immersi anche a notabile profondità, senza bisogno 
di alcun artifizio che ripari l’occhio dalla luce emanala e riflessa dagli altri 
corpi. Più facilmente ciò accade nelle acque del mare che sogliono essere 
più trasparenti delle acque dolci. Presso le Àntille ove il fondo del mare 
è gremito di conchiglie, di brecce e d’altri corpi eminentemente atti a dif- 
fondere la luce, quando l’acqua è tranquilla se ne vede il fondo fino a 
150 metri di profondità, e nel mare polare del Nord presso Novaya alcuni 


Ma la clorofilla, che nei vegetali viventi non si forma senza il concorso della luce, dopo estratta 
fuori dei tessuti che la contenevano si scolora per razione della luce stessa. 

Trattandosi medesima poi di radiazioni molto affievolite dairassorbimento l’esposizione disoli 10’ 
non basta perchè dalla mancanza di effetto chimico se ne possa legittimamente inferire la totale 
assenza di raggi capaci d’azione chimica. In tali circostanze l’effetto chimico delle radiazioni 
non si manifesta che dopo un tempo assai lungo, ed anche allora è limitato a sole alcune specie 
di composti, cioè a quelli che sono sensibili ai raggi sfuggiti airassorbimento. 
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naviganti hanno continuato a vederne il fondo quando lo scandaglio accu- 
sava 220 metri di profondità. Ciò importa che la luce dopo avere attraver- 
sato 440 metri d'acqua di mare conservi ancora intensità sufficiente per 
agire sul nostro organo della vista, non ostante la luce che questo riceve 
da altri corpi meglio illuminati. Quindi si vede quanto sia incerto il limite 
a cui possono giungere nel mare le radiazioni solari ; tanto più che nei mari 
la trasparenza sembra dovere aumentare colla profondila. Ciò si deduce dal 
fatto che l’acqua fredda è più trasparente dell’acqua calda c presso il fondo 
del mare la temperatura h sempre più bassa che in vicinanza della super- 
ficie (i). Anche la pressione degli strati soprastanti cospirando col raffredda- 
mento nel ravvicinare le molecole, deve facilitare la trasmissione della luce 
attraverso l’acqua ed i gas che abondantemente vi sono sciolti ( 2 ). Riguardo 
ai gas pare confermato dalla sperienza che la loro presenza faccia crescere 
la trasparenza dell’ acqua. Certo che l’ idrogeno sotto molto forti pres- 
sioni acquista la facoltà di concepire c trasmettere le vibrazioni d’ogni pe- 
riodo , per modo che le righe del suo spettro col crescere la pressione si 
vanno sempre più dilatando finche lo spettro diviene tutto continuo e più 
luminoso. 

Alla grande pressione che domina in fondo ai mari si può anche attri- 
buire che gli animali ivi dimoranti hanno l’involucro esterno tanto sot- 
tile che alcuni crostacei del gruppo degli erinoidi si. trovarono traspa- 
renti per modo da vedersene lo stomaco e gli altri visceri, come se que- 
sti fossero racchiusi in vasi di cristallo ( 3 ). 

Le anomalie osservate negli animali che vivono nelle grandi profondità 
sottomarine, e si considerano come grandemente favorevoli all’opinione che 
in quei recessi mai non penetri raggio di luce diurna, sono quelle che 
risguardano l’organo della vista e la colorazione della pelle. Quanto a questa 
colorazione già dicemmo di sopra che sebbene negli animali de’ grandi fondi 
i belli colori che ammiriamo in molti che vivono presso la superficie sieno 
spesso surrogati dal nero, dal bianco o da una tinta rosea molto languida, 

(1) M. Milne Edwards nel golfo di Guascogna dai 2590 ai 5100 metri di profondità trova 
costantemente la temperatura + 3°,5. Ed è questa una delle più elevate che siasi osservata in 
simili profondità. Generalmente sul fondo dell’Oceano si trova la temperatura 0° nelle basse la- 
titudini e nelle alte — i°,5 ovvero — ■ 2° e anche — 3°. 

(2) La quantità di gas sciolto nelle acque de’grandi fondi 0 tale che delle robuste bottiglie 
empite d’acqua nel fondo del mare durante la campagna del Talisman, nell’alto che venivano 
stappate a contatto dcH'aria producevano de' getti d’acqua molto più impetuosi di quelli che 
danno le bottiglie di acqua di Seltz. 

(3) La Nature , 1884, prem. sem. p. 231. 

3 
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non siamo perciò necessitati ad ammettere ohe in quelle profondità, non 
giunga mai raggio di sole ; potendo bene accadere che siffatti animali du- 
rante il giorno si tengano sepolti nel *fango o in nascondigli inaccessibili 
alla luce, oppure che in essi per lo sviluppo della materia colorante sia 
necessario il concorso di altre circostanze di temperatura, pressione ecc., 
diverse da quelle che regnano nelle grandi profondità sottomarine. Altret- 
tanto a un dipresso si può dire intorno all’altro fatto, cioè che negli ani- 
mali de’ grandi fondi l’organo visivo si trova spesso in uno stato embrio- 
nale o anche del tutto atrofizzato. Possono cioè questi animali essere por- 
tati dàl loro istinto a passare quasi tutta la loro vita nei cavi degli sco- 
gli, a quel modo che p. e. la talpa ed il proleo anguino vivono nei cu- 
nicoli o nelle acque delle grotte sotterranee, epperò hanno gli occhi po- 
chissimo sviluppati e coperti dalla pelle per modo che appena potrebbero 
loro servire a distinguere il giorno dalla notte. Ma ciò che più fa pel 
caso nostro "è che se da una parte non pochi degli animali de’grandi fondi 
sono ciechi e scoloriti, dall'altra ve n*ha pure parecchi adorni di vivacissimi 
colori e forniti di buoni occhi. Anzi si è osservato che in uno * stesso ge- 
nere di crostacei alcune specie che abitano in fondo al mare sono prov- 
viste di occhi perfettamente sviluppati, mentre altre che vivono a non 
molto grandi profondità ne sono prive. Cosi p. e. l'ethusa granulata che 
si pesca nei mari del Nord fra seo e 1300 metri di profondità è cieca, lad- 
dove non lo era l'ethusa alba catturata nell’Oceano dagli esploratori del 
Talisman a 5000 metri di profondità; come non lo erano il mdlacosteus niger 
e lo stomias boa pescati a 1500 e 1900 metri di profondità, (i) 

Si è però notato che mentre nei pesci i quali vivouo a diverse ma non 
molto grandi profondila, le dimensioni dell’organo visivo vanno crescendo 
a misura che cresce la profondità ; al contrario nei pesci che abitano i 
grandi fondi e sono provvisti di occhi, questi per lo più nulla presentano 
di speciale nella struttura e sono del tutto simili a quelli dei pesci che non 
mai si allontanano molto dalla superficie dell'acqua* Questo fatto però non 
è generale; ma come fra gli abitanti degli abissi sottomarini alcuni sono 
ciechi, così altri hanno occhi molto grandi ed in quelli che gli hanuo più 
piccoli, come il bathypterois longipes che neppure è fosforescente, le 
minori dimensioni dell'organo visivo possono essere vantaggiosamente com- 


(1) Quanto ai crostacei M. Filhol nella sua relazione dice che « chez les animali* de cette 
» classe la disparition de ces organes est un fait assez rare. La plupart des espèces, méme cel- 
& les recueillies par 5000 mètres, possèdent des yeux hien développés ». V. La Xature , 12 sept. 1885. 


Digitized by ^ooQie 


— 19 — 

pensate da una più squisita sensibilità della retina. Del resto che i pesci 
de* grandi fondi sieno provvisti di occhi normali, piuttosto che alla presenza 

0 mancanza di luce diurna in quelle profondità, sarebbe favorevole all’opinione 
di coloro i quali credono che sul fondo dei mari le radiazioni solari vengano 
surrogate dalla fosforescenza, tanto comune negli animali marini. Ma già 
si disse di sopra che se la luce fosforica può fare le veci della solare 
quanto ai fenomeni della visione, non è cosi quanto «Uè azioni* chimiche, 
rtì Ordinò alfa quali le emanazioni fosforiche neppure possono equivalere 
d quéflé 1 radiazioni solari, che per difetta d’intensità o eccesso di rifrangi- 
bilità nòti sono atte ad agire efficacemente sull’organo delja vista. 

Molle altre cose si potrebbero dite, su questo interessante argomento; 
io dotf aggiungo altro perché il mio* scopo- era solamente di mostrare che 

1 risaltati delle antiche e recenti osservazioni e speriesze non* sono tali 
che sé ne possa con certezza- inferire, nelle grandi profondità sottomarine 
la vita essere del tutto indipendeute dell’azione* aoUno-chimica del Sole. 
Se le indagini con tanto zelo e perseveranza iatrap rese dei naturalisti con- 
fermeranno il completo sviluppo e vegetazione delle diatomee in fondo ai 
mari; allora si- potrà dire non solo possibile, ma molto probabile che 
anche laggiù penetrino in qualche modo le radiazioni solari. 
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SOLUTION DES DEUX ÉQUATIONS 

13X* - il?- 4 = 22*, 8X l — 3y 4 = 52*, 

PAR LE P. TH.“ PEPIN 


l. La solution complète d’une e’quation inde'terminée, comprise dans la 
formule ax 4 + by K = ca* exige en gdne'ral une discussion d’autant plus 
complique'e que les nombres a , b , c sont plus grands. Les deux e'quatious 
que nous allons re’soudre font exception a cette règie; celle dont les coef- 
flcients ont la moitidre valeur, presente uue difficultd kien plus grande 
que l’autre ; on ne peut la re'soudre qu’au moyen de transformations dont 
le succès n’est pas facile a prdvoir. L’autre au conlraire se re'sout d’une 
manière complète au moyen de deux systèmes de formules, auxquelles on 
parvient par une discussion obvie. 

Comme les équations propose'es ne changent pas de forme lorsqu’on les 
divise par le plus grand commun diviseur des deux bicarre's x 4 , y 4 , nous 
supposons imme'diatement que les deux nombres x, y n’ont pas de divi- 
seur commun. 

11 re'sulte de là que les trois nombres x,y, z sont premiere enlre eux, 
deux à deux. 

I. Solution de l'équation t3x k - tty 4 = 22*. 

2. L’e'quation propose'e . peut s’dcrire de la manière suivante 

ti (x 4 -y 4 ) = 2 (2* — y 4 ), 

et elle se ramène au système des deux e'quations 

t3(x*+y*) p x* — y* 2 q 
2+jr* q z-y p 

(l) px * + (a q - p)y * - 2 qz = o, i 3 qx* + (1317 - p)y * - pz = 0 , 

où l’on de'signe par p , q deux nombres entiers et premiere entre eux. Ces 
deux e'quations sont résolues par les formules 

x* r* - 2 

— — ca =3 — f 

p - 4 pq + 26 ^* p * - 26 <y* /J* - 26 pq + 26 q* 
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I (a) fix 2 <= p 2 - hpq + 26 q 2 => (p - 2 q)* + 22 q 2 
(b) fiy 2 = p 2 - 26<7% 

(c) - fiZ = P* - 26 pq + 26<7*, 

dans lesquelles on désigne par fi le plus grand diviseur commuti des se- 
conds membres. L’e'quation (a) exige que fi soit positif, premier avec q et 
uon divisible par 4. D’ailleurs, on déduit des trois congruences 

p 2 - 4 pp + 26 q 2 = 0 , p 2 - 26 q 8 = 0 ; p 2 - 28 pq + 36 q 2 = 0 ^ (mod. fi) 

que fi doit étre diviseur du de'terminant 

l, 2 , 13 

l, 0, - 13 = 2 . il. 13 ; 
i, 13, 13 

par conse'quent le nombre fi ne peut avoir que les liuit valeurs 1 , 11 , 13 , 
143, 2 , 22, 26 et 286. Or les valeurs paires de fi sont immediatement ex- 
clues de la maniere suivante. Si fi est pair, on de'duit des équations (a) 
et (b) que p est pair et q impair. D’ailleurs en combinant par soustra- 
ction ces deux équations, ou trouve la formule 

fi (a:* -x 2 ) - 4 q (13 q - p), 

dont le premier membre est multiple de 16 , puisque fi est de la forme 
4 / + 2 , et que le produit fi (x 2 —J 2 ) doit étre divisible par 4 ; le second mem- 
bre au contraire est de la forme si + 4, parce que p est pair, tandis que q 
est impair. Les deux valeurs. 11 et 13 sont aussi exclues par les e’quations 
(a) et (b) qui exigent que fi soit re'sidu quadratique de chacun des deux 
nombres 11 et 13 . Il ne reste ainsi pour fi que les deux valeurs 1 et 143 . 

3. Or les Solutions (x, y) de l’équation proposte, qui correspondent a la 
valeur fi = 143, sont les raémes qui correspondent a la valeur fi = 1 . Soit 
en effet fi = 143. L’e'quation (a) exige que p — 2 q soit divisible pan li ; po- 
sons donc p — sq = l\p l ’, les formules (a), (b) deviennent 

13X* = np\ + 2 q 2 , 13 y 2 = 13 p\ —2 (pi - qY . 

Gomme (p l — q) doit étre multiple de 13, nous prenons q -p x -Mq l et nos 
deux formules se ramènent aux suivantes 
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x' - pi - 4pi<]\ + 26^f, r* = />! - • 

Le système. de ces deux dquations est ìdentiqùement le méme que cebi 
qu’on déduil imme'diatemcnt des formules (a) et ( b ) en y faisant fi = 1. Par 
coDse'quent toutes Ics valeurs de x et de y propres a ve'rifier lVquation 
propose'e peuvent se déduire du système unique 

(3) x*-(p~ *V) 2 + **</% y=P*- «ty 2 . 

Dans ces dcux équations p, x et jr soni impairs; de plas les deux nom- 
bres + 26 et - 26 e'tant résidus quadratiques de pi tous les diviseurs de 
ce dernier norabre doivent ótre de la forme 4 / + t. Enfìn l’e'quation 

p a - y 2 = 26 < 7 J 

exige que le nombre q soit pair, de sorte qu’elle se decompose de la ma- 
nière suivante: 

q = 2 mn, p ± j = 2 m 2 ou i6m 2 , p y = 52«* ou An 2 , 

i! p «» ni 4 + 26 n 2 , ± y = m 2 - ieri*, 

2? p «= I3m a * 2n a , = iZm 2 - in 2 . 

Gomme p est de là forme aI + i, le nombre n doit èti-é pair. 

De son còte', la première des e'quations (s) se decompose au moyen des 
formules suivantes : 

q = ìfg, *±(p- *fg) - 2 f 2 , 22 /*, x*{p-tfg)= hg\ 

t° X = f 2 + 22 g 2 , *p-=f 2 + *fg - 2 sg a , 

£ x = lif a + 2 g 2 , ± p = il f 2 + 4/£ - % a . 

Le nombre n dtant pair, .on ddduit de l’e'galite' fg <= mn que g doit ótre 
atlssi paify ce qui exclut le signé inférieur daus la première expression 
dé p et le signé supe'rieur dans la seconde. En e'galant ces expressions 
de p au$ deux précédentes, on obtient quatre combinaisons 

f 2 + Kfg — 2 ig 2 =* ni 2 + 26M* otì 13/» 2 + ih 2 , 

- *i f 2 + \fg * ig 2 = hi 2 + itn 2 ou tini* + iti 2 . 

0tt dòit èXfcluré la deuxième combinaison et la troiàième, parce que, en 
vertu des idenlite's 
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f* + *fg - 22g* = (f + 2g) a - 26 g 2 , - llf 2 + *fg + 2gT l - - « /* + 2 (/ + g) a , 


on en de'duirait que 2 est rdsidu quadra lique de 13, ce qui u’est pas. Il 
ne reste aiosi que les deux combinaisons 

(A) fg = mn, f* + *fg- 22 g a = ni 1 26 /i a , 

X ~/ a + 22 g 2 , rkjrmm 2 - 26 n 2 ; 

(B) = /»«, — li f* + *fg + 2g*= 13 m* + 2 «% 

X = ii/ a + ^ a , = 13/7* a - 27i a . 

4. Toutes les valeurs de a: et de 7 propres a ve'rifier les dquations (j) 
«ont renfermées dans les deux systèmes (A) et (B). L’e'quation fg = mn, 
■qui fait partie des deux systèmes, est coraplètement re'solue par Ics formules 

m = Xp, n = hk, f -\h, g =fik 

où fon de'signe par X, fi, h, k des nombres entiers, prcmicrs entre eux 
deux à deux. Compie |es deux nombres f, m sont impairs, .tandis que g 
et n sont pairs, fi et h sont impairs et k, pair. En substituant ces 
expressions dans le système (A), on trouve 

x =a X a A a + 22 fi 2 k 2 , ±7 = X a p a — 26 h 2 k 2 , 

(*) 

k 2 (26 h 2 + 22p a ) - Alfihk + X a (fi 2 -h 2 ) = o. 

La méme substitution remplace les formules (B) par les suivantes : 

x = li X 2 h 2 + tfi 2 k a , ±7 = i3X a p a - 2A a A a , 

(») 

,X a (i3ft a + uA a ) - AÌfihk +■ ìk 2 (A a — p a ) = o. 

Le nombre k e'tant pair, x est de la forme il + t dans les formules (4) 
et de la forme si + 3 dans les formules ( 5 ). En résolvant la dernière dqua- 
tlon du système (4) par rapport au quolient k: X, et la dernière e'quation 
du système (s) par rapport au quotient inverse X: k, on. reconnait que les 
deux nombres fi, h satisfont a l’équalion proposte, de sorte que la solu- 
tion conside're'e (x,f) se trouve exprimée au moyen «fune autre solution en 
nombres moindres. Il n’y a d’exceplion que pour la solution irrdductible 
(i, i, i); car si l’on suppose x = i, on doit faire Ar = o, h = X = p = ì. 
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5. Il dous reste a de'montrer que les formules ( 4 ) et (s) donnent noe 
solution complète de l’e'quation proposte, c’est-a-dire qu’elles permettent 
d’obtenir avec cerlilude toutes les Solutions forme'es de nombres infe'rieurs 
a une limite donnte. 

D’abord la dernière des e'quations ( 5 ) donne 

X _ 2(1 — 4 1 A 4 ) p _ ìlk =*= - 143X 4 

k 13/** + li h 1 ’ h i3X* - 2 k 1 ’ 


et comme ces quotients sont ratiounels, il faut que l'on ait 

13/* 4 -uh 1 * = ir 1 , 4 A 4 - 143 X 4 = p\ 


r et p designanl deux nombres entiers. On voit par la première de ces 
deux e'quations que les valeurs x — /*, y = h satisfont à l’tqualion propo- 
ste, corame nous l’avons anuonct ci-dessus. 

De raéme on de'duit de la de mièle des tquations ( 4 ) 


k _ 2 [ih * 2 ( 13 A 4 - li/* 4 ) h _ 2 \k * - 5724 4 

X 2 ( 13 / 1 * + lift*) ’ p 26 k 1 — X* * 

on conclut de la, comme pre'ce'demment, que Ics nombres h, p, X, k sati- 
sfont respectivement aux deux e'quations 

uh'* - il/* 4 = ir 1 , X 4 - 572 A 4 = p*, 

dans lesquelles r et p dtsignent deux nombres entiers. 

6. Ainsi toutc solution (.r, y) de l’e'quation proposte,, pourvu que le 
nombre x soit suptrieur "a 1 , s’exprime an moyen d’une solution en nom- 
bres moindres de la ménte c'quation, par l’un des deux syslètncs suivanls: 


I. 


X = X 1 /* 1 + 2 2/**A*, J-W* XV* - 26 4*4*, 


13 A 4 - n/u 4 = ir 1 , 


k ph * r 
X 13 h 1 + 11/x* * 


li. 


X = Il X*4* + 2/X*A*, = 13 XV* - *4*4*, 

13fi 4 - 1 14 4 » ir 1 , 1- - JT— "T 

a n — p 3 


Le nombre k e'tant pair, le nombre x est de la forme si + i, dans le 
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.système I, et de la forme si + 3, dans le système II; de plus l'ambiguité 
du signe disparata dans les deux expressions du rapport k : A; car le dé- 
nominateur étant multiple de 8, on doit prendre au numérateur celui des 
deux signes qui satisfait a la congruence 4p±r = o (mod. 4). Il est méme 
necessaire de démontrer qu’en déterminant le signe de cette manière, on 
obtient pour k: A une fraction irréductible dont le numérateur est pair. 
En effet, en vertu de la formule 2r* = i3/i ( ‘ — tip 4 , on a dans le système I : 

(fi 1 - h 2 ) ( 13 /i 1 + lift 1 ) = 2 (hY - r’), 

k h[i ± r [i — h 2 
À isA’+n/x’ 2 (V^r) 

Or si l’on a hfjLd=r= 0 (mod. 4), le signe opposé donne pour hfi^r une 

valeur de la forme il + 2 , de sorte que le de'nominateur 2 (4p =t r) est de 

la forme si + 4, tandis que le numérateur p a - h' est multiple de 8. La 

fraction irréductible k : A à laquelle se réduit le quotient ( hfi ± r) : 

(13 h 2 + tip 1 ) a donc un nume'rateur pair. Une démonstration toute semblable 
s’applique au système II. 

7 . En employant les formules préce'dentes dans un ordre inverse, on 
de'duit d’une solution quelconque de l’équation propose'e, deux antres So- 
lutions en nombres plus grands, savoir une au moyen de chacun des sy- 
stèmes 1 et II. Il faut excepter pourtant la solution irréductible ( 1 , t, 1 ), 
qui ne donne qu’une seule solution nouvelle, parce que le système I re- 
produit la méme solution ar = i, y = i. En faisant x=i, y=l, on obtient 

pour le rapport À: A une expression indéterminée^; mais en recourant à 

la dernière des formules ( 5 ), on trouve ^ = — = -. Les deux autres formu- 

k 24 6 

les donnent ensuite x=*83, y = 59 . Cette solution ep fournit deux autres, 
cliacune de celles-ci deux autres, et ainsi de suite. Si l’on a soin de ranger 
les Solutions obtenues, suivant l’ordre croissant des valeurs de x, et de les 
employer dans le méme ordre au moyen des formules I et II, on est as- 
suré d’obtenir toutes les Solutions dans lesquelles la valeur de x ne sur- 
passe pas le carré de la valeur que présente cette indéterminée, x , dans 
la première des Solutions non employées. On peut par conséquent déter- 
rainer toutes les Solutions formées de nombres inférieurs a une limite don- 
née, avec la certitude de n’en laisser échapper aucune. 

4 
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Soit, «« efl'et, z) une solutioa de l’équation proposte . Si la valeur 

de x est supérieure 'a l’unité, cette solution se ratnène k une autre solu- 
tion de la mérne équation en nombres moindres (h, p, r) ou (p,h,r), par 
l’un des deux systèmes I, II, suivant la forme du nombre x relativement 
au module 8. Si cette nouvelle solution est elle-méme formée de nombres 
supérieurs à l’unite', elle se roméne de mérne a une autre solution en nom- 
bres 'moindres, et ainsi de suite, jusqu’k ce que l’on parvienne a la solu- 
tion irréductible (i, i, t). Comme, dans cette suite de Solutions, les yaleurs 
de x décroissent rapidement, puisque chacune d elle est inférieure a la ra- 
cine carrée de la précédente, on ne saurait manquer d 'arri ver promptement 
a la solution (l, i, i). Ainsi a partir d’une solution quelconque (x,jr t z) de 
I ’équation proposée on peut former une suite de Solutions décroissantes, se 
terminant par la solution irréductible ( 1 , i, i) et dans laquelle chaque 
terme s’exprime au moyen du terme suirant par l'un des systémes I ou 
II. L’avant demier terme de cette suite est toujours la solution (83, 39, 15 
55l), puisque cette solution est la seule qui se déduise immédiatement de 
la solution (l, l,i). 

8. Soit 

(S) (l> 1> l)j (83, 59, 1355l), {x l ,j r t , z,), .... (x Hi y KÌ Z*), {pc ì jr,z) 

cette suite cerile dans un ordre inverse. On peut obtenir successi vement 
tous les termes de cette suite, et par conséquent la solution considérée 
(x,y, z). Pour cela on calcule au moyen des formules l et 11, les deux So- 
lutions qui se deduisent de la solution (83, 59, 15551), l’unc de ces deux So- 
lutions est nécessairement le troisiéme terme, (x„y„ z,), de la suite (S); 
si donc l’on déduit de chacune d’elles les deux Solutions qui en dépendent 
en vertu des formules l et II, on est assuré d’employér le terme (x t ,jr lt z t ) 
et d’en déduire le terme suivant (x„y„ z t ) de la suite (S). On rangera les 
quatre nouvelles Solutions suivant l’ordre croissant des valeurs de x, puis 
on les emploiera successi vement pour déduire de chacune d’elles les deux 
Solutions qu’elle détermine moyennant les formules I et II. L’une des huit 
nouvelles Solutions sera le terme (x %ì jr 3 ,) de la suite (S). En ordonnant ces 
Solutions suivant l’ordre croissant des valeur de x, en prenant successi co- 
ment chacune de ces Solutions pour en déduire les deux Solutions qui en 
dépendent, et en continuant de la mérne manière, on obtiendra nécessaire- 
ment tous les termes de la suite (S) et conséquemment la solotion consi- 
dérée (x,jr,z) qui en est le demier terme. Ainsi en procédant de la ma- 
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nière indiquée on est assuré d’ob lenir une solution quelconque de l’èqua - 
tion proposte. 

On voit par l’expression de x dans les formules I, II que la valeur de 
cette inde’ termi née croit très rapidement; elle dépasse le carré de la valeur 
de cette méme indéterminée dans la solution précédente. Par conséquent, 
lorsqu’on a employé comrae valeurs des nombres (h, p) toutes les Solutions 
dans lesquelles la valeur de x est inférieure a une limite donnée L‘, on 
est assuré d’avoir obtenu toutes les Solutions dans lesquelles la valeur de x 
ne surpasse pas le carré de cette limite. On obtient donc avec certitude 
toutes les Solutions de l’équation proposée en nombres inférieurs a une li- 
mite assignée, quelconque; par conséquent les formules I et II donnent une 
solution complète de cette équation. 

II. Solution de V équation sx' 4 - qy 4 = 5z\ 

9. La métbode que nous venons demployer fournit aussi une solution 
complète de l’équation 

(t) ‘ sa: 4 - qy 4 = 5z’ ; 

seulement le nombre des cas à distinguer est beaucoup plus grand, et la 
discussion plus compliquée. Après avoir mis cette équations sous la forme 

s (x 4 - r 4 ) - 4 (z a -.y 4 )» 

on la ramène au sy stèrne suivant 

z - y 2 Kp z + y* 2 q 

x 2 -y 2 q ’ x * +y' “ s p 1 

(2) *px 2 - (4 p - q)f - qz = 0, 2qx* + (ìq - 5 p)y - spz = o, 

dans lequel on désigne par p, q deux nombres entiers, premierà entre eux. 
On déduit de ces équations les égalilés suivantes 

x 2 r -z 

- -- . .. — - 

20 p* - iOpq + 2 q 2 Qp' - 2 q 2 20 p* - 16 pq + %q" 

px* = 10 p 2 — spq + q* t 

(3) p/ = l0 p'-q\ 

— pz = io p' — 8pq + q 1 , 
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en désignant par fi le plus grand commun diviseur des seconda membres. 
Ces équations réduites en congruences suivant le module fi montrent que fi 
est diviseur du détermioant 


5,-5, l 
5, o, - i 
5,-8, 1 


- 30. 


D’ailleurs en mettant la première des óquations (4) sous la forme 

( 3 ') 4 [ix* = (2 q - 5 p) 2 + 13 p*, 

on voit que fi est positif et résidu quadratique de 15; il ne peut donc 
avoir que Lune. des quatre valeurs 1 , 6, IO, 15. 
io. La valeur fi - 1 donne le système 

I. X 2 = 10 p - hpq + q', y 2 = 10 p 2 - q 2 . 


Si fi = 9, q doit étre pair. Posant donc q = 2 q', on a 
zx 2 = 5 p* — 5 pq' + s q 12 , 3 y 2 = 5 p 2 — ìq' 2 . 

Les deux nombres p t q étant premiers entre eux, aucun d’eui n’est divi- 
sible par 3 ; on a donc par la première formule 

- l + pq' +2 = 0, p = - q' (mod. 3). 

On peut donc prendre q 1 =zt - p, et nos formules deviennent 


x 2 = Ap* — 9pt + 6 1 2 , y* = (p + 2 1) 2 — 20 1 2 . 

La substitution p = u — Av t t = u — w remplace ces formules par les suivantes 

x 2 = u % — 5 uv + tOii*, y 2 = ito 2 — u 2 , 

qui ne diffèrent du système I que par la notation. 

Lorsqu’on suppose fi = 10, on doit prendre q = 10*7' ; les dquations ( 3 ) de- 
viennent alors 

II. x 2 = p' — Spq + 10 q 2 f y'~p' — 10 q' . 

Enfin, quand fi «= 15 , on doit prendre q**%q' ; en supprimant le facteur 5 , 
on trouve 
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4.3X* = 5 (2 q 1 - p) 2 + 3 p 2 , ZJ = 2p* - 5 q 

En considérant la demière formule par rapport au module 8, on voit que- 
p doit étre pair ; d’ailleurs la première formule exige que (p — 2 q 1 ) soit 
multiple de 3; on peut dono poser p = - q 1 + 3£, ce qui donne 

x 2 = 6 1' — Ztq 1 + A q n , y' “ tot* - (2t + q') 2 . 

La substitution q 1 = u — Av> t = u — Zv remplace ces formules par les suivantes 
x 2 = li - 5 uv + 10<> 2 , y' = a* - to^ 3 , 
qui ne diffèrent des formules II que par la notation. Donc 

Toutes les valeurs x et y propres à vérifler l'équation proposée, se 
déduisent des deux sjrstèmes 

I. x 2 = to p 2 - zpq + q *, y 2 = to p — q 2 , 

II. x 2 >= io p 2 - zpq + q *, y* -q*= to/j 3 . 

li. Comme les deux nombres x et jr sont premiers entre eux, q doit 
ètre impair. Quant au nombre p, il est impair dans le premier systeme et 
pair dans le deuxième, parce qu’autrement j serait de la forme 8 1 + 7. 

Pour obtenir avec certitude toutes les Solutions de l’équation proposée 
en nombres inférieurs a une limite donnée, il est nécessaire d exprimer une 
solution quelconque, formée de nombres supérieurs 'a l’unite, au moyen 
d’une solution de la méme équation, en nombres moindres. On ne parvient 
a exprimer de cette manière les Solutions renfermées dans le système I, 
tju’en faisant subir a ce système une transformation, qui permette d appli- 
quer à la deuxième équation la décomposition en facteurs rationnels. Pour 
cela posons 

p = t + zs, q =J3 1 + uw ; 
le système I sera remplacé par le suivant : 

x 2 = At 2 + 25 ts + 40 i*, y 2 =» t' - io**. 

La dernière équation, considérée relativement au module 8, exige que s soit 
pair. Mais si l’on suppose s de la forme Al + 2, la valeur de x 2 est de 
méme forme. Le nombre s doit donc étre multiple de 4. Posant donc s = Au 
nous trouvons 
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^4). X* = (i t + 25»)* + 15»*, jr 2 = t 2 - it0u'. 

12. Gomme les deux nombres t et r sont impairs et premiers entre eux, 
la ddcomposition en facteurs de la dentière équation s’effectue de la ma- 
nière suivante 

» =» mn, t + y = 2 m 2 ou io/»*, t ± y = 80 re* ou 16»*; 

(a) . • t = m* + 40»*, = /»* - 40»*, 

(b) . t = 5 m* + 8»*, * y = 5 /»* — 8» 2 . 

La decorri position en facteurs de la première des e'quations ( 4 ) exige que 
l’on distingue deux cas, suivant que u est pair ou impair. Dans le der- 
nier cas, on a les formules suivantes: 

u = fg, x * ( 2 1 + 25 fg) = f ou 3 /“, 

x=p(ì t + Vifg) = 15 g* ou 5g 2 , 

(c) . 2X = f 2 + I5g*, =*= 2 (2t + 25/g) - f 2 - 15g 2 , 

(rf). tX = tf 2 + 5 g*, *(4i + 50/g) = 3/* - 5g*. 

Lorsque le nombre » est pair, on doit d’abord supprimer le facteur 4, 
après avoir pose' x = 2x', u = 2 »', ce qui donne la formule 

x' 2 » (t + 25 «')* + 15 »'*, 

dans laquelle a', doit étre multiple de 4 , parce que si »' e'tait impair, on 

aurait x n **Al + o, et si vi e'tait de la forme Ak + 2 , on aurait x* = 8/ + 5. 

Posant donc vi = 4 fg, on aura 

u « 8 fg, x 1 ± (t + 100 /g) = 2 /*, io/*, 6/*, 30 /*, 

*•* + «>o/g) - 120g*, 24g*, 40g*, 8g*, 

(a f ) X 1 = f 2 + 60g*, t fa t = /* - 100 fg - 60g 2 , 

(6') ar' = 5 /* + 20 g*, ± t = 5 /* + loo/g - I 2 g 2 , 

(c f ) a^ «= 3 /* +20g*, *« = 20g’ + 100/g-3/*, 

(<*') Jf' - 1 5/* + 4g*, * * = 4g 2 + 190/g - 15/*. 

13. Le nombre £ doit avoir la méme valeur, soit qu’on l’exprime au mo- 
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yen des nombres m, n, comme dans les formules (a), ( b ), soit qu’on l’ex- 
prime en fondi ori de / et g, cornine dans les autres formules. Mais ce 
nombre e'tant re'sidu quadratique de 5 dans les formules (a), (c), (a 1 ), (d), 
tandis qu’il est non-re'sidu de s dans les formules (b), (d), (b’) et (c 1 ), les 
formules (a) ne peuvent s’associer qu’avec les formules (c), (a 1 ) et (d'j, et 
les formules (b) avec les formules (d), (b') et (c'). On a donc les combi- 
naisons suivantes : 

* (/7l* + 40/1*) «= - *60 g\ f + mfg - 60g 2 , 4g 2 + 100 fg - 15 /“ , 

* ( 57 » 1 + 8/t*) = 5 ~ 32 r* 5 /° + m fs ~ l2 8 % 20 §* + m f8~ 3 /°- 

La conside'ration du module 4 exclut les signes infe'rieurs dans toutes ces 
formules. De plus . on a u = mn =« fg, pour les formules (c) et (d) et 
u = mn = 8 fg pour les formules suivantes. Le nombre n est donc multiple 
de s pour ces dernières formules ; nous remplacerons n par 8 n, de manière 
à n’avoir entre m, n, f, g qu’une seule relation, mn=fg. Les Solutions 
de l’e'quation propose'e qui satisfont aux équations ( 4 ) seront donc expri- 
me'cs par le six groupes de formules : 

=. m a - 40 n*, ìx « f + 15 g 2 , mn = fg, 

(«) 

Am* + 160/t* = /*+50/g-15g% 
rkjr rn m* - 2560/1 a , X=» 2 (/* + 60 g 2 ), mn =fg, 

(P) 

m 2 + 2560/1* = /* + mfg — 60g , 

= m? — 2560/i“, x = 2 ( 15 f 2 + 4 g 2 ), mn = fg , 

771* + 2560/1* = 4 g\ + mfg - 15/*, 

■±y = 5//1* — 8 / 1 *, ìx = 3/* + 5 g 2 , mn = fg, 

(*) 

20/71* + 3271* =5 g* + 50 fg - 8 J , 

= 5/»*- 512 / 1 *, x= 2 ( 5 /* + 12g*), mn =fg, 

( £ ) 

5 771* + 512/1* = s/ 1 + 100 fg - 12 g*, 
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±y = sm 1 - 512»*, x = 2 (3/* + 20g' 2 ), mn =fg, 

w 

5/n 1 + 512» J = 20 g- 1 + 100/^- - 3/*. 

# 

II est important de remarquer que les décompositions au moyen desquelles 
nous avons ramene' les e'quations (4) aux formules pre'sentes, ne deviennent 
illusoires que dans le cas où l’on a u = 0, c’est-a-dire lorsque la solution 
considérée est x =» 2, y = l. 

Les nombres t et y étant premiers entre eux, le nombre 1», dans les 
formules (a), et le nombre n , dans les formules (6), doivent étre premiers 
avec 5. Le nombre in est donc premier avec 5 dans les trois systèmes (a), 
(|3), (y), et le nombre n dans les trois autres systèmes. 

14. L’e'quation mn = fg commune a ces divers systèmes est complètement 
résolue par les formules 

(5) f = Xp, g = hk , m = Xh , n = pk 

dans lesquelles X, p, h , k désignent quatre nombres entiers, premiers entre 
eux, deux à denx. Ces quatre nombres sont impairs dans les deux systè- 
mes (a), (iJ) ; le nombre k peut étre pair dans les quatre autres systèmes. 
Les nombres X, fi, h sont premiers avec 5 dans les systèmes (a), ((3), les 
nombres X, h, k dans le système (<J), les nombres X, p, k dans les systè- 
mes (<J), (yi), enfio les nombres h, k, p dans le système (e). 

Moyennant la substitution (5), la solution considére'e ( x,y ) sera expri- 
mée en fonctions de quatre nombres entiers X, p, h, k assuje'tis a ve'rifier 
une e'quation bomogène du quatrième degré, dont la re'solution depend elle— 
méme de celle de l’e'quation propose'e. C’est ce que nous allons de'montrer 
successivement pour chacun de nos six groupes de formules. 

Dans le système (a) l’e'quation à re'soudre est 

(6). h 1 (4X 1 - A: 1 ) - 50 Xphk + 5 p 2 (32 k* + 3X 1 ) = 0. 

On en de'duit successivement 

h 25X& * 2 ^5 (8 k'* - 3X 3 ) k ìhhp ± 2 ^ h 4 — 600fi 4 
P = 4X 2 - k * ’ X 160 F 2 - 1 ? ’ 

■ d’où l’on conclut que les nombres h, p , k, X vérifient respectivement les 
deux e'quations . 

h!* — 600p 4 = t*, sk ' 1 — 3X^ = 5 p* 
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dont la dernifere est lVquation proposte elle-méme. Si cette dernifere e'qua- 
tion e'tait re'solue, on connaitrait tous les systfemes de valeurs des nombres 
k, X qui satisfont a lYquation (e), et Fon obtiendrait les valeurs correspon- 
dantes des indétermindes h, fi au moyen de la formule 

h 25 \k ± lOp 


en ayant soin de re'duire a sa plus sinopie expression la fraction qui forme 
le second membre. 

A insi les Solutions de lYquation proposte qui dfependent du systfeme («), 
sont exprime'es au • moyen de Solutions en nombres moindres de la méme 
e’quation, par les formules 


(»)• 


2 x = X 2 p a + 15 h*k 2 , ± jr = X*h 2 — A 0 p. 2 k 2 , 


8 k 1 * — aX* = sp a , — 


25 XA: - top 
4 X 2 -* a ' 


Toutes les Solutions de lVquation (e) ne sont pas admissibles dans ces for- 
mules j on ne peut employer que celles où les nombres k, X ve'rifient la 
congruence X* + k* = o (mod. 5), car autrement les nombres h et y seraient 
divisibles par 5, tandis que jr doit étre premier avec 5 . De plus, k doit 
étre impair. • 

15. Les Solutions (x, y) renfermfees dans les formules (d) dfependent de 
l’e'quation biquadratique 

( 8 ) 5 h 2 (4X a - A: 2 ) - 50X/xAAr + y? (aX a + 32 k 2 ) = 0, 


d’où l’on de'duit les deux formules 


h 25X& * 2^5 ( 8& 4 - 3X 4 ) k _ 2 ohfi ± tjìi A 4 - Ufi 1 *' 
fi =s 5 (4X* - k') * X 32/x* - oh' 

Pour que les deux fractions h : fi, k : X soient rationnelles, il est necessaire 
et suffisant que les nombres h, fi, k, X ve'rifient respectivement les deux 
e'quatious 

25A 4 - 24 /x 4 = t\ sk ' 4 — 3X 4 => 5 p\ 

p et t désignant des nombres entiers. Les Solutions renférme'es dans le sy- 
stfeme (d) se ramfenent donc à d’autres Solutions de le'quation proposte 

5 
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en nombres tuoi nd re k, X, au moyen desquelles on les exprime par les 
formules 


(•) 


8 & 4 - 3X 4 => 5p% 


h slk * tp 
P “ 4X* - F 


ìx = 3 xy + ih'k*, rby- 5 X*A* - 8/ut m Ar*. 


On ne peut pas employer dans ces formules les Solutions (k, X) auxquelles 
correspondent pour p des valeurs multiples de 5, parce que les nombres x 
et y ne seraient plus premiers entre eux. 

16. Dans les deux systèmes ((3) et (y) on doit re'soudre respectivement les 
deux e'quations 

(to) 20 (l 28 p* + zfl) k' - tooXpM + ( h 1 - p’) X* = 0, 

(il) (X* - 4 ^’) h 2 - mlfihk + 5 (5i2Àr* + 3X') p* = o* 


L'e'quation \io) se rc'sout au moyen dès formules 

k iihp. ± \/h(% (2 p) 4 -sA 4 ) A so \k * v/x 4 - eoo (4 A) 4 

X 10 (l28p* + ih*) p X* + 60^* 


et l’équation (u) au moyen des suivantes 

h 50 \k ± V^S (8(4^) 4 - 3 X 4 ) X 60Air * 2 V^/l 4 - 600 


■’ k 


h 2 + 15p‘ 


p X*-4 k 2 

On a dans le premier cas 

8 (2p) 4 — 3/t 4 = 4p*, X 4 - 600 (4 £) 4 = t\ 

et dans le secood, 

8 (4A-) 4 - 3 X 4 = 5p\ A 4 - 600 (2p) 4 = T*. 

Dans les deux cas la solution ( x , y) de l’e'quation proposte est ramene'e 
a une autre solution de la ménte e'quation, au moyen de laquelle on l’ex- 
prime par les formules suivantes: 


(12) 


8 ( 2 p) 4 - 3/t 4 = 5p*, j 

r X 2 (128p + 3h’) 

x = 2 (XV 1 + 60 h'k*), = X a A’ - 2660 fik 2 ; 
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(»*) 


8 (4*) 4 - 3X 4 « 5p\ 
x = 2 (i 5 Xy + ih*k*), 


h i (ioX£ ± p) 

P = X’ - 4*‘ ’ 

* ■= X*A* - 2560p*À' S . 


Dans les formules ( 12 ) l’expression 5 hp * p doit avoir une valeur paire; par 
constquent le nombre p doit étre impair; de plus les noinbrcs p, h do i veni 
vtrjfier la congruence p* -h* = 0 (mod. 5), saus quoi les nombres X et y 
seraient multiples de 5. Dans les formules ( 12 ), les nombres k, X doivent 
vtrifier la congruence k* + X* = 0 (mod. 5), parce qn’autrement h et y se- 
raient divlsibles par S. 

IT. De méme les Solutions qui se ramèneut aux deux systèmes (e) et w 
s’expriment au moyen de Solutions en nombres moindres de l’c'quation pro- 
poste. Les deux tquations dont elles dtpendent, savoir 

( 14 ) 4 (i 28 p* + 3 h*)k 2 — iM’kphk + i (h* - p*) X* = 0 , 

(15) 5 (X* - 4 **)A* - toalphk + (31 2 ^* + sX*) p' = 0, 

se résolvent respectivement au moyen des formules 

k 23 hp * V#(s(2 f») 4 - 3 A 4 ) h 50 X£ ± V^25X 4 - 24 (ik)'+ 1 

X "" 2 (i28ft* + 3/4*) * P 5 X* + 12^* 


h 50 X& ± v/ 5(8(4 A:) 4 - 3 X 4 ) X _ 50 hp t 2 \J 25 A 4 - 24 ( 2 p)'* 
p ” 5 (X* - W) ’ k = ih' + zp* 


Les nombres 2 jx, h, dans le premier cas; et les nombres 4 k, X, dans le deu- 
xièrae, forment une solution de l’e'quation proposte. Dans les deux cas, la 
solution considtrte (x,y) se trouve exprimte au moyen d’une autre solution 
de rtqualion proposte, par les formules respectives : 


(16) 


8 (2 p) 1 -8 A 4 = 5p*, 

X te 2 (5XV + iìh i k ì ) 


k 25 hp db 5p 

X ~ 2 (l 28 p* + ah*)' 
•±y = XVi 1 - 5Ufx*A:*; 


(17) 


, ,.r t h 10X& ± p 

»(<*)* 

X = 2 (3XV + noh'k*), &y = &X*A* - 512^. 
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Le nombre ft doit étre impair dans les formules (te) pour la méme raison 
que dans les formules (is); mais, tandis que dans les formules (12) les 
nombres h, fi doivent vérifier la congruence h 2 — /r* = 0 (mod. 5), dans les 
formules (16) iis doivent satisfaire 'a la congruence h 2 + (i 2 = 6 (mod. s). 
Dans les formules (17), les trois nombres A, p et k doivent étre premiers 
avec 5. 

18 . Il re’sulte de l’analyse précédente que toutes les Solutions de l’équa- 
tion proposée dans lesquelles la valeur de x est paire, pourvu que cette 
valeur soit supérieure a 2, se ramènent a des Solutions de la méme équa- 
tion en nombres moindres, au moyen desquelles on les exprime par les 
formules obtenues dans les quatre derniers numéros. Nous allons démon- 
trer qu’il en est de méme pour les Solutions dans lesquelles la valeur de x 
est impairè, pourvu que cette valeur soit supérieure à i’unité. Nous avons 
trouvé précédemment (n° n) que ces Solutions sont exprimées par les 
formules 

x 3 = top 2 - 5 pq + q 2 , jr 2 *=q 2 — io p 2 , 

où q désigne un nombre impair et p un nombre pair. Or, si p est de la 
forme Al + 2, x 2 est de la forme Al + 3 ; si p est de la forme si + 4, x 2 
est de la forme si + 5 . Le nombre p doit donc étre multiple de 8 ; c’est 
pourquoi, remplacant p par 8 p, nous avons à résoudre le système des deux 
équations 

II. x 2 = (q - 20 p ) 2 + 240 p 2 , y 2 =q 2 - 640 p 2 . 

Comme les deux nombres q et y sont impairs et premiers entre eux, 
les deux facteurs q + y et q — y ont pour plus grand diviseur commun 
le nombre 2, de sorte que la décomposition de la dernière équation s’ef* 
fectue de la manière suivante : 

p -> mn, q =fc y= 2 m 2 , toro 2 , q my = 320 n 2 , 64 n 2 

(a) q = ro 2 + teon 2 , ±7 <=» ro 2 — too n 2 

(b) q = sro 2 + 32 n 2 , *7 - 5 ro 2 — 32 n 2 . 

19. De méme la première équation du système II se décompose en fa- 
cteurs, au moyen des formules suivantes : 
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P=*fg> x *’(<7 - **P) = *f*> «/% «>/% wf 2 * 

x =F (q - 20 p) = 120g 2 , 40g 2 , 2 4g 2 , 8g 2 , 

* (<7 - 20 /s) " f 2 - 6 °g 2 > - »£ 3 » 5 /* “ 1S S' 2 > 15 /* - *g 2 - 

La première et la dernière bypothèse, dans lesquelles q est rdsidu quadra- 
tique de (ó) ne peuvent s’accorder qu’avec les forraules (a); de méme les 
deux autres hypothèses, dans lesquelles q est non-re'sidu quadratique de s, 
ne peuvent s’associer qu’avec les formules (b). On a donc 

m 2 + 160» 2 = =fc (f 2 + 20 fg - 60 g 2 ), * (ig 2 + 2 ofg - 15 f 2 ), 

51» 2 + 32» 2 = * (20g 2 + 20 fg — if 2 ), ± {òf 2 + 20 fg - 12g 2 ). 

Dans toutes ces formules, le signe inférieur est exclu par la conside'ration 
du module (4). Le système des e'quations li est donc re'solu au moyen des 
quatre systèmes suivants : 

x = f 2 + 60 g 2 , ±y = m 2 - 160» 2 , 

(«) 

fg ea mn , m 2 + 160» 2 =/* + 20 fg — 60g 2 , 

X >= 15 f 2 + 4 g 2 , = m 2 - 160» 2 , 

(P) 

fg = mn, m 2 + too» 2 = 4 g 2 + 20 fg - 15 f 2 , 

X — sf 2 + iìg 2 , = 57» 2 - 32» 2 , 

(?) 

fg = mn, 5 7» 2 + 32» 2 = tif 2 + 20 fg - l2g% 

X = zf 2 + 20 g 2 , ±y — sm 2 — 327* 2 , 

w 

fg = mn, 57» 2 + 32» 2 = 20g- 2 + 30 fg - 3 f* . 

20 . Comme dans le cas précedent, l’dquation fg <=> mn comune a ces qua- 
tre systèmes est résolue complètement par les formules 

( 5 ) f = Ifx, g = hk, m = Ih, n — fik, 

dans lesquelles X, p, h, k de'signent quatre nombres entiers et premiers 
entre eux, deux a deux, dont les trois premiers sont impairs et dont le 
quatrième, k , peut étre pair ou impair. Les formules (5) ramènent la rè- 
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solution des systèmes préce'dents a colle dune seule équation biqtiftdratique. 
Dans le syslème (a)'cetle équation biquadratique est 

(is) so (8p 2 + 3A 2 ) k 1 - isXApA + (A 2 - p 2 ) X 2 = 6 ; 

on en déduit 

k 5Ap ± V^5 («p 4 - aA 4 ) p _ io Xk * y/X 4 - eoo (sA) 4 
X io (8p 2 + ih 2 ) * fi 160 A: 2 — X 2 ’ 


et corame les rapporta k : X, p : 4 sant ratiounels, les nombres p, h , A-, X 
doivent vérifier les deux équations 

8 p 4 -3 A 4 = sp 2 , X 4 - 600(2À:) 4 = t 2 , 


dans lesquelles on désigBe par p et r deux nombres entiers. Il résulte de 
là que les Solutions renfermées dans le sys tèrne (a) sont exprimées au mo- 
yen de Solutions en nombres rooindres de l’équation proposée, par les 
formules 


( 19 ). 


8pt 4 - 3 A 4 = 5p a 


k 

X 


V * p 

*(8p 2 <+■ sA 2 ) 


x = X 2 p 2 + 6oA 2 A a , X 2 A 2 - i60p a A 2 . 


Comme les nombres X, p, A doivent étre premiers avcc 5, on ne peut ad- 
mettre dans ces formules que les Solutions x ™ p, j = h qui ve'rifìent la 
congruence p 2 - A 2 = o (mod. 5) ; car en résolvant l’équation (18) par rap- 
port au quotient X: k, on trouve 


X io (Ap * p) 
k " A 2 - p 2 


Cette expression montre que X serait multiple de 5 si le de'aominateur A 2 -p 2 
n’était pas divisible par 5.. 

81 . Dans le système (y) la transformation (s) remplace la dernière e'qua- 
tion par la suivante 

(so) 4 (8p 2 + SA 2 ) k 3 — aoXpAA + s (A 2 — p 2 ) X 2 = o, 
d’où l’on déduit 
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A shfl ^ ]/T(8y^ - 3 A 4 ) h 19XA± V^25X 4 - 24 ( 2 A ) 4 

I ~ 2(8/** + so'*) * /* 32A* - 5X 2 

8ft 4 - ih 1 * = Sp 2 , 25X 4 - 24 ( 2 A ) 4 = T 2 . 


Les dehx nombres y, A Fortneut donc une solution de l’dqualion propose’e, 
et la solutiott considtrée (JC,y) s’exprime au moyen de cette solution (pi, h) 
par les fórmules 


(21) 


8/* 4 — 3 A 4 = 5 p 2 , - 

A 


5(V * p) 

Ifif* 2 + 6 pi 2 


x = 5 X 2 /* 2 + \ìh 2 k 2 , ±>y = sX 2 A 2 - 32 pt 2 A 2 . 


Lé notabre A: doit étre premier avec 5, sans quoi x ety seraient divisi— 
bica par J$. On ne pèut donc employer daus ces formule* que les Solutions 
(/a, A) qui rendent la somme pi 2 + h 2 divisible per 5. De plus le nombre /* 
doit étre Sttipair, puisque l’on suppose x impair. 

22 . Eh vertu de la méme transformation (5), les deux systètnes ({ 3 ) et (d) 
dépendent respectivement des deux equalions biquàdratique's 


( 22 ) (X 2 - 4A 2 ( A 2 — 20 XpAA + 5 ( 32 A 2 + 3 X 2 ) pi 2 = 0 , 


(23) 5{X 2 - 4 A 2 )A 2 - 20 XpiAA + (32 k 2 + 3 X 2 ) pi 2 = 0 . 


On en déduit respectivement tes deux fórmules 

h __ toXA* V ^5 (8(2A ) 4 - 3X 4 ) h _ toXA ± ^5 (8 (2A) 4 - 3X 4 ) 
y = X 2 - 4A 2 ’ y “ 5 (X 2 - 4 A 2 ) 

■où loti roit que les nombres fcA, X forment une solution de i’équation pro- 
poste, Aihsi la solution considérée ( x,y ) est exprimte au moyen d’une so- 
lution de la méme équation en nombres moindres (ik, X), par les fórmules 


(24) 


(25) 


8 ( 2 A ) 4 - 3 X 4 = Sp 2 
x = 15X 2 /* 2 + \h 2 k 2 , 
8 ( 2 A ) 4 - 3X 4 = 5p 2 


h 5 ( 2 XA ± p) 
y = X 2 - 4 A 2 

y = X 2 A 2 — ttìO/* 2 A 2 ; 

h 2 XA ± p 

; = x 2 -4a*’ 


a? => 3 X 2 /* 2 + 2 oA 2 A 2 , =3 sX 2 A 2 - 32pt 2 A 2 . 


Digitized by ^.ooQle 



— 40 — 

Le nombre h doit étre premier avec 5 dans les formules ( 24 ) et le nom- 
bre fi, dans les formules ( 25 ). Le dénominateur X 2 — 4 k 2 doit donc étre di- 
visile par s dans les formnles ( 24 ) et premier avec 5 dans les formules ( 25 ). 

On voit par l’analyse précédente qu’une solution quelconque de l’équa- 
tion proposée, pourvu qu’elle soit formée de nombres supérieurs a l’unité, 
se ramène 'a une autre solution de la méme équatiou en nombres moindres, 
au moyen de laquelle on l’exprime, suivant la forme des valeurs de x et 
de y relativemeut au njodule 8, par l’un des dix systèmes de formules que 
nous avons obtenus, savoir par l’un des six premiers, quand x est pair, 
et par l’un des quatre derniers, quand x est impair. Il résulte de la que 
nos formules donnent une solution complète de l’équation proposée; mais 
avant d’aborder cette démonstration, nous dirons quelques mots de la mé- 
thodc posthume d’Euler pour trouver les valeurs rationnelles de x qui ren- 
dent rationnelle la racine carrée d’un polynome du quatrième degré en x. 

23. La solution complète de l’une des équations biquadraliques (6) (8), 
(18) ou ( 20 ) suffirait pour faire connaitre toutes les Solutions de l’équalion 
proposée. Considérous par exemple l’équation 

(6) h 2 ( 4 X 3 — k 2 ) - 50 Xf ihk + 5 ( 32 k 2 + 3 X 2 ) fi 2 = 0 , 
avec les expressions qui s’en déduisent pour les deux rapports h : fi, A": X, savoir 

h 25 \k =b 2 y/s (8/t 4 - 3X 4 ) k 25/ifi ± 2 y //t 4 - 600 fi* 

fi 4 X 3 - k 2 X I60fi 2 - h 2 

On voit par l’expression du rapport h : fi que toute solution [x — k, y = X) 
de l’équation proposée détermine deux systèmes de valeurs des nombres h, fi 
propres à vérifier l’équation (6), fcrsqu’on les associe aux valeurs considérées 
des nombres k, X. Si donc l’on connaissait tous les systèmes de valeurs des 
nombres k, X, h, p qui salisfont a l’équation (6), en prenant dans tous ces sy- 
stèmes x<=k,y = l, on obtiendrait toutes les Solutions de l’équation proposée. 

Proposons-nous de résoudre l’équation (6) par la méthode posthume d’Euler, 
dont j’ai parlé avec détail dans raon Étude sur fequation indéterminée 
ax 1 * + by k =cz 2 (Atti dell’Accademia Pontificia de’Nuovi Lincei, Sess. VII, 1883). 
Pour cela transformons l’équation (o) en posant 



ce qui donne l’équation 

(6') (4 - 5 2 ) S 2 - 50% + 5 (32S 2 + 3) = 0. 
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En designati t par ?, ?* les deux valeurs de ? qui correspondent a une méme 
raleur de |, par |, |' les deux valeurs de | qui correspondent a une méme 
valeur de ?, on obtient les deux formules 


(a) 


? + ?' = 


sol 

n 5 * 


(*) 


i+i'= 


so? 

160 - ? a ’ 


doni l’emploi allernatif coustitue la méthode postliume d’EuIer. 

Les Solutions qu’Euler appelle primitives se réduisent ici à deux, savoir 

131 

1=2, I = - 2. Si l’on fait 1=2, on déduit de l’équation (a 1 ), ? = — ; lase- 


ri 


conde valeur de ? est infinie. Les deux valeurs correspondantes 1 = 2, ? = — 


20 


ne peuvent s’employer que dans la formule (6), d’où l’on déduit pour I une 


nouvelle valeur |' = 


37332 

46839 


En subslituant cette dentière valeur dans la for- 


isi 


mule (a), ainsi que la valeur correspondanle ? = — on en déduit 

20 


c + 


131 3 497187096 


20 


135232839 


?' = 


S 2228240011 
27046S6781* 


En associant dans la formule ( b ) cette valeur de ? avec la dernière valeur 
de |, on obtient une nouvelle valeur de cette indétermiuée, et ainsi de 
suite. On obtient de la sorte mie suite indéfinie 


1 - .131 r . 37332 ,, 52228240011 

? = -, £ — 2 , , V= , ?"= .... 

0 20 46839 2704656780 

dans laquelle cbaque valeur de | est comprise entre les deux seules valeurs 
de ? qu’on puisse lui associer de manière a vérifier l’équation (fi). La so- 
lution | = — 2 donnerait une autre suite qui ne diffère de la précédente 
que par les signes des valeurs de | et de ?. La solution | = l, rendue évi- 
dente par Féqùatiou proposée, ne figure pas panni les Solutions que Fon 
peut déduire par la métliode présente des Solutions qu’Euler appelle 
primitives. 

14. Si Fon fait | = i dans Féqualion (e 1 ) on trouve pour ? deux valeurs 
5 35 

rationnelles -, — En associant. successi vement dans la formule ( b ) les deux 
13 

35 

valeurs | = i, ? = 5, puis | = i, ? = — on obtient deux nouvelles valeurs 

3 

6 
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de E; savoir Z' = — et Z = La formule (a) donne ensuite potìr £ les 

S7 43 r 

deux valeurs 

19115 , 4636445 

h = » C, » , 

2387 335551 

et en continuant l’emploi allernatif des formules (b) et (a), on forme noe 
suite indéfinie dans les deux sens 

... W c- * 'Z = —, 5 = i, 

335551 43 5 


V, = « = “ yi _ 

r 27* 2387*'” 


Dans celle suite, cornine dans celle du n? précédent, cbaque va leu r de Z 
est comprise entre les deux seules valeurs de £ qu’on puisse lui associer 
de manière à vérifier l’équation (6 1 ). Chacune de ces valeurs de Z déter- 
mine une solution de l’équation proposée qu’on obtient en égalant x et y 
aux deux tennes de celte valeur réduite a sa plus simple expression. Mais 
cetle suite ne donne pas toutes les Solutions en nombres impairs, pas plus 
que la suite précédente ne lait connaitre toutes les Solutions dans lesquel- 
les la valeur de x est paire. L’équation proposée admet la solution 

X = 107, y = 83, Z = 13403, 


qui correspond à la solution Z = — de l’équation (6 1 ), solution qui ne 6gure 

83 

dans aucunes des deux suites précédentes. A celte valeur de Z l’équation (6 1 ) 
fait correspondre les deux valeurs 



12485 

2301 


En associant successivement dans la formule (b) ces deux valeurs de ? a 

la valeur correspondante de Zt savoir Z = — , on obtient deux nouvelles va- 

83 * 


. . y 181 1313869 

leurs de — — et 

39 1665689 

Ainsi la solution £« 107: 83 est la base d’une suite analogue a la pré- 
cédente et indéfinie dans les deux sens. Les valeurs de Z qui figurent dans 
cette suite correspondent a des Solutions de l’équation proposée dans les- 
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quelles la valeur de x est impaire; la valeur \ = - 181 : 39 correspond à 
la solution 

X «= 181, y = 39, Z » 41423. 

25. Aiosi l’emploi de la méthode posthume d’Euler pour trouver les va- 
leqrs ra tion nel les de 5 qui rendent rationnelle l’expression V^40$ 4 - 15 ne 
donne qu’une solution incomplète, parce que cette mèthocje ne fournit 
aucun moyen de trouver avec certitude les Solutions qui servept de bases 
à des suites indéfinies, s,emblables aux précédentes. 

Au con tra ire les formules auxquelles iious sommes parvenus dans ce Mé- 
moire donnent une solutipn complète de réqualioit proposée. Quelle que 
soit en effet la solution (or, y, z) de cette équation, pourrii que la valeur 
de x soit supérieure a 2, elle suppose une autré solution de la méme 
équation en nombres moindres, au moyen de laquelle on l’exprime par l’un 
des systèmes précédents. Si dans cette dernière solution la valeur de x 
est eocore supérieure à 2, elle suppose une autre solution de la méme èqua— 
tion en nombres moindres, au moyen de laquelle on l’exprime par l’un des 
mémes systèmes de formules, et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on par- 
vienne à une solutiou où la valeur de x ne surpasse pas 2 . Dailleurs si 
l’on fait x = i, on doit prendre y = z = i ; si l’on fait x = 2, on ne peut 
véri fier l’èqua tion proposée qu’en prenant y = 1 , z = 5. Par conséquent l’é- • 
quation proposée n’admet que deux Solutions irréductibles, savoir (1, 1, i) 
et (2, 1, 5). 

Toute autre solution ( x , y, z) donne lieu a une suite de Solutions en 
nombres décroissants, commenrant par la solution considérée, fìnissaut par 
,1’une des deux Solutions ( 1 , t, <) ou ( 2 , 1 , 5 ) et telles que chacun de ses termes 
s’exprime au moyen du suivant par l’un de nos dix systèmes de formules. 

26. Supposons qpe la suite dont tious venons de parler ai t pour dernier 
terme la solution ( 1 , 1 , 1 ). Il sulTit d’employer les rpémes formules dans 
un ordre inverse, en parlant de la solution ( 1 , 1 , <), pour obtenir succes- 
sivement tous Ics termes de celle suite. Il est vrai que la solution ( 1 , t, 1 ) 
fournit plusieurs Solutions et qu’on ignore quelle est celle de ces Solutions 
qui est l’avaul dernier terme de notre suite; mais si l'on emploie toutes 
les Solutions obtcnues afin d’en déduire toutes les Solutions qui en dépen- 
dent en verlu de nos formules, nous sommes assurés d’avoir employé l’a- 
vant dernier terme de notre suite et d’avoir oblenu le terme qui le pré- 
cède. On rangera suivant l’ordre croissant des valeurs de x toutes les So- 
lutions calculées, et on Ics emploiera successivement pour en dc'duire toutes 
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les Solutions qu’elles peuvent fournir au raoyen de nos formules. En continuant 
de la méme manière, ou obtiendra tous les termes de la suite considérée 
et, conséqueraraent, la solution demande'e (x, y, z) qui en est le dernier 
terme. Ces Solutions sont accoro pagnées d’un grand nombre d’autres, étran- 
gères a nolre suite; mais toutes ces Solutions se ramènent par nos formu- 
les à la méme solution primitive (i, t, l) au moyen d’une suite semblable 
à la suite considérée. Si l’on désigne par L la plus petite valeur de x 
dans les Solutions non encore employées, nous sommes assurés d’avoir obtenu 
toutes les Solutions qui se ramènent a la solution (l, 1, 1 ) et dans lesquel- 
les la valeur de x ne' surpasse pas L a . » < 

la solution ( 1 , i, i) ne peut s’employer que dans les formules ( 7 ), ( 9 ), ! 

(i9 ) et ( 21 ), parce que les autres formules supposent que la première in- i 

déterminée est un nombre pair. De plus on doit exclure les deux systè- | 
mes (7) et ( 21 ), parce que les valeurs A = p = l ne salisfont pas à la con- 

’dition A a + [i 2 = o (mod. S). Il ne reste ainsi que les deux systèmes ( 9 ) et (i9). 

En faisant A=X = 1 dans les formules ( 9 ), on trouve 

A _ 5 ± 2 1 7 

p 3 13 

• La combiuaison X = k = 1 , A = /* = t donne x = i, y = 3 , z = 1 9 ; la corabi- ' 
naison X = A = i, 4=7. /* = 3 dorme x = 136, jr = t73, z = 3i49. 

Pour employer la méme solution (i, 1 , t) dans les formules (19), il faut 
faire 4 = p=i, ce qui donne 

k 1 ± t 01 

X 22 ~ i’ il 

La combinaison k = 0 , X = i, A = p = 1 donne x— 1,^ = 1, z = i. La combi- 
naison A = /x = i, k — i, X = 11 donne la solution x = i8i, y = 39, z = 41423. 

Ainsi la solution ( 1 , t, 1 ) en détermine trois autres 

(4, 3, 19), (136, 173, 3149), (i81, 39, 31423). 

L’une de ces trois Solutions est le second terme de la suite considérée, 

I 

écrite dans un ordre inverse ' 

(S) 0» i» *)» (<3?, 1 y 1 , z,),... ( x Ht jr KÌ zj, ( x , y , z). j 

Si nous les employons toutes trois dans nos formules, nous sommes asso- ) ■ 

rés d’employer le terme (x lt y l , z,) et d’obtenir le terme suivant z,). ( - 

27. La solution ( 4 , 3, 19) ne peut s’employer que dans les deux sytèmes 
(13) et (25). Dans les formules ( 13 ) on doit prendre A=i, X=s, p = is; on j 
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en déduit - = — , — . La combinaison k = i, X = 3 , h = h, p = i donne 
«il 

x = 1238, y= 1471, z = 974203 ; l’autre combinaison, Xr = *, X= 3 , A = 49, fx = i 
donne x = 19478, y = 19049. 

Dans les formulcs ( 2 $) on doit faire k= 2 , X = 3 , ce qui donne pour le 
rapport h.:p les deux valeurs|, En combinant successi vement ccs 

deux valeurs avec k = 2 , X = 3 , on obtient les deux Solutions 

X = 107, y = 83, 2 = 13463; 

X = 78203, J = 36973. 

Ainsi la solution (4, 3, 19 ) en détermine quatre nouvelles au moyen de nos 
formules. Si cette solution est le second terme de la suite (S), Lune des 
quatre Solutions obtenues en est le troisième terme. 

On a en tout huit Solutions de l’e'quation proposée, en employant seu- 
lement les deux Solutions ( 1 , 1 , 1 ), (4, 3 , 19). Celle des solution non en- 
core employée où la valeur de x est la plus petite est (107, 83, 13463); 
elle ne peut donner que des Solutions dans lesquelles la valeur de x est 
supérieure au carré de 107 . Par conséquent toutes les Solutions dans les- 
quelles la valeur de x est inférieure à 10000 et qui dépendent de la solu- 
tion primitive ( 1 , 1 , 1 ) s’obliennent par l’emploi des deux Solutions ( 1 , 1 , 1 ), 
( 4 , 3, 19). Elles sont au nombre de six, savoir 

(1, 1 , 1 ), ( 4 , 3, 19), (l07, 83, 13463), (136, 173, 3149), 

(181, 39, 41423), (l238, 1471, 974803). 

Il reste a chercher les Solutions qui dépendent de la solution primitive 
( 2 , 1 , s). Cette solution ne peut s’employer que dans les formules ( 12 ) et 
( 25 ), au • moyen desquelles elle fournit trois nouvelles Solutions 
(23, 37, 359), (1007, 43, 1282681), (54442, 46839, z). 

La solution ( 23 , 27, 359) ne peut s’employer que dans les formules ( 9 ) et ( 19 ). 
On en déduit quatre Solutions nouvelles dont une seule présente une va- 
leur de x inférieure a 10000 , savoir 

X = 2416, y = 587, Z = 7378531. 

Ainsi l’équation proposée admet dix Solutions en nombres entiers et po- 
si tifs, dans lesquelles la valeur de x est inférieure a 10000, et nous som- 
mes assurés qu’il n’existe aucune autre solution au dessous de la limite 
énoncée. 
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COMUNICAZIONI 


Càstràcàne, Conte Ab. F. - Sopra il vegetare delle Diatomee in fondo 
al mare : 

Il Conte Ab. Francesco Caslracane facendo seguito alla prima comuni- 
cazione presentata alla Accademia sopra il vegetare delle Diatomee in fondo 
al mare, dal qual fatto seguirebbe che si dovesse riconoscere l’azione della 
luce in quelli abissi ; notò come un fatto di tanta importanza non fosse 
appoggiato se non ad una osservazione. Perciò a stabilire con più certezza 
la cosa, si h procacciato dalla Commissione del Challenger i contenuti di sei 
oloturie pescate in diversi luoghi ed a profondila di 25lt a 5274 metri. Il 
risultato già ottenuto su i due echini provenienti dalla profondità di 2638 
metri fu perfettamente conforme a quello delle sei oloturie, le quali egual- 
mente che gli echini hanno soltanto un moto di reptazione e perciò non 
poterono sostentarsi che con Diatomee viventi, site alla loro portata. La 
qualità delle Diatomee incontrate negli echini ,e nelle oloturie escludono la 
possibilità che quelle fossero cadute dalla superfìcie. Alcuna delle oloturie 
presentò copia stragrande della esilissima Synedra Thalas&iotrixy Cleve, in 
stato di integrità, la quale non si incontra mai negli scandagli o nei fanghi 
marini se non che in frammenti e in condizione di detrito, mentre, lunghe 
di tre o quattro millimetri, non hanno che qualche centesimo di millimetro 
di larghezza. Cosi negli echini vi erano molti tubi di Rhizosolenia di pa- 
reti fragilissime, per cui non una sola volta il disse reti te li ha incontrati 
nei moltissimi scandagli e fanghi marini da lui medesimo esaminati. Ma 
in seguito si c ottenuta altra prova più evidente che le Diatomee ritro- • 
vate fra i contenuti di quelli animali devono essere state ingurgitate non 
in condizione fossile o semifossile, ma in stalo di vegetazione. Sottomesso 
al microscopio alquanto di quei materiali bruti in condizione diluita, alcuna 
rara Diatomea fu veduta , che conservava aH’interno della cellula il pro- 
toplasma colorato in giallo dalFendocroma. Non può quindi rimaner dubbio 
che quelle Diatomee abbiano vegetato in fondo al mare, a meno che non 
si pensasse che quelle abbiano vissuto alla superficie, e abbandonate dalla 
vita siano precipitate al fondo in cosi breve tempo da conservare il loro 
protoplasma e l’endocroma. Ma Tinaramissibilità di co si celere precipitazione 
venne a lungo e dettagliatamente dimostrata con argomenti dedotti dalla 
struttura delle Diatomee, dal, rapporto fra il peso specifico delle medesime 
e quello dell’acqua marina, dal confronto con quanto accade con le poh 
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veri atmosferiche, e da più altri argomenti e confronti, per i quali il dis- 
serente ritenne dimostrato non solamente che la precipitazione della Diatomea 
morta non potrà aver luogo in tempo più breve di quello determinato 
dalla decomposizione del protoplasma, ma che la discesa della cellula dia- 
tomacea alla suindicata profondità non potrà non esigere un tempo estre- 
mamente e incalcolabilmente lungo. 

Castracene, Conte Ab. F. - Sulle fermentazioni sotto pressione, studi 
del socio Sig. A. Certes : 

Il Presidente a nome del socio corrispondente Sig. Adriano Certes fece 
conoscere all’Accademia alcuni interessantissimi risultati ottenuti sull’argo- 
mento delle fermentazioni sotto pressione. Tali esperienze furono eseguite 
nel laboratorio di Pasteur a mezzo dellappaieccbio di Caillotet, coadiu- 
vato dal Dr. Codi in. L’importanza di tali ricerche apparisce evidente quando 
si riflette che mentre un tempo con il nome di fermentazione si inten- 
deva soltanto la trasformazione dello zucchero in alcool, ora invece con 
tal nome si comprendono tutti i fenomeni, per i quali un organismo su- 
periore, abbandonato dalla vita, presta l’alimento ad altri organismi di or- 
dine inferiore, i quali sembrano avere lo scopo provvidenziale di ricon- 
durre la materia organica allo stato elementare. Quanto la teoria della 
fermentazione sia stata sviluppata e trasformata dalle ricerche dell'illustre 
Pasteur, il quale alla teoria chimica sostituì la vitalistica, riconoscendo 
nell’agente delle fermentazioni tutte, alcooliche, acetiche, lattiche, panarie, 

# putride e quante altre si vogliano, un principio organizzato vitale, nessuno 
può ignorarlo. Però questi fenomeni che si svolgono sotto i nostri occhi 
avranno egualmente luogo negli abissi marini, che sappiamo popolati da 
innumerevoli animali? Questo è ciò che si è proposto elucidare sperimen- 
talmente il valente Sig. Certes. Questi ha incominciato dallo sperimentare 
l’azione del lievito su una soluzione zuccherina assoggettata a pressioni 
enormi di più centinaia di atmosfere ; e ne è venuto alle seguenti conclu- 
sioni: l.° Che la vitalità del lievito non è distrutta dalla pressione pro- 
lungata di 300 e 400 atmosfere, purchà la pressione e la decompressione si 
operi lentamente; s? Che la fermentazione si opera a quelle grandi pres- 
sioni, però quella è più lenta, ciò che sarà elucidalo dosando lo zucchero 
o l’alcool; 3.* Finalmente che l’acido carbonico sviluppato sotto queste 
alte pressioni si trova in uno stato di equilibrio particolare, per cui al 
principio non si manifesta, per lo che alcuni osservatori ne furono ingan- 
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nati. Clie se, per esempio, si rompa l'eslremilk del tubo capillare, per il 
quale si trasmette la pressione, subito ha luogo uuo sviluppo abbondante 
di gas, e il tubetto si vuota in qualche secondo, con una bottiglia di vino 
di Champagne. Il Sig. Certes si è messo su cosi bel cammino, nel quale 
non vorrà certamente arrestarsi; e ne ritrarrà la ricompensa del plauso 
di tutti quelli che si interessano aH’allargamen lo delle nostre cognizioni su 
quanto accade nei più profondi, inaccessibili abissi del mare. 

De Rossi, Prof. M. S. - Presentazione di una memoria del socio P. 
T. Bertelli : 

Il Segretario a nome del eh. P. Timoteo Bertelli, socio corrispondente, 
presentò una Memoria col titolo: « Risposta ad alcune antiche e nuove 
» obbiezioni contro le osservazioni roicrosismiche, e riflessioni sull’origine e 
» forma delle manifestazioni endodinamiche », che verrà pubblicata nel 
volume 1 delle Memorie. 

Boncompagni, D. B. - Presentazioni diverse : 

11 Principe D. B. Boncompagni presentò all’Accademia, da parte del 
P. Pepin socio corrispondente, l’originale manoscritto d’un suo lavoro io- 
titolato « Solution des deux dquations 13X* — li ^ = zz 2 , 8sc' 4 - = 32* ; 

» par le P. Théophile Pepin, S. J. », che viene pubblicato negli Atti 
della presente sessione. 

Presentò anche un esemplare di ciascuna delle pubblicazioni seguenti : 

1. UN NODO |j DI |] FORMAZIÓNE DELLA GRANDINE || NOTa||dEL PROF. GIOVANNI LU* 

vini l| Estratto dalla Rivista Scientifico-Industriale || diretta dallTug. c. vi- 
nercati. In-8?, di te pagine, nella 16* delle quali (lin. 15) si legge: « 887-1874. 
Firenze, Tip. dell’Arte della Stampa ». 

2. ORIGINE dell’elettricità’ DELL’ARIA || DELLE NUBI TEMPORALESCHE || E DELLE 
eruzioni vulcaniche || per || giovanki luvini || Prof, di Fisica a Torino || Estratto 
dalla Rivista Scientifico-Industriale || diretta dall’Ing. G. Vimercati. In-8®, 
di 25 pagine, nell’ultima delle quali (lin. 21 ) si legge: H24. - Firenze, 
» Tip. dell’Arte della Stampa, Via Pandolfini, 14 , diretta da S. Landi ». 

3. RELAZIONE II TRA LE || RADICI DI ALCUNE EQUAZIONI || FONDAMENTALI DETERMlNANTl|| 

nota || di || p. tardy. || Torino || ermanno loescher. || Libraio della R. Acca- 
demia delle Scienze || 1884. In— 8? di 16 pagine, nella 2 * delle quali si legge: 
« Estr. dagli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, Voi. XlX.fl 
» Adunanza del 25 Maggio i884.||toriNO, stamperia reale||di g. b. Paravia e C. ». 
4 . notice bibliographique. || Intorno alla vita ed ai lavori di Antonio- 
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Carlo-\\Marcellino Poullet-Delisle ; Notizie raccolte da || B. Boncompagni. 
In-8°, di 2 pagine, nella 2* delle quali (lin. 32-33) si legge : « (Extrait des 
» Nouvelles Annales de Mathématiques , 3* sèrie, t. Ili ; 1884.) || 9789 Paris. - 
» Imprimerle de gauthier-villars, quai des Augnstins, SS », firmato (pag. 2% 
lin. 3i) « Aristide Marre » Recensione di un lavoro intitolato « intorno (] 

» ALLA VITA ED Al LAVORI || DI || ANTONIO CARLO MARCELLINO POULLET-DELISLE, » eCC. 

indicalo più oltre. 

s. Jahrbuch || uber die || Forlschritte der Mathematik || ira Verein rait 
anderen Malhematikenn || und unter besonderer Mitwirkung der Herren || 
Felix Miiller und Albert Wangerin || berausgegeben || von || Cari Olirtmann. || 
Vierzehnter Band || Jahrgang 1882 || (In 3 Heften) || Heft i [| Berlin, || Druck 
und Verlag von Georg Reimer. || 1884. 

6. INTORNO AD UNA LETTERA || DI || CARLO FEDERICO GAUSS [| AL || D.“ ENRICO GU- 
GLIELMO MATTIA OLFERS || MEMORIA || DI B. BONCOMPAGNI, eCC., ESTRATTO DAGLI 
ATTI DELL'ACCADEMIA PONTIFICIA De' NUOVI LINCEI || TOMO XXXVI. - ANNO XXXVI, 
SESSIONE Vii" DEL 20 MAGGIO 1883. || ROMA || TIPOGRAFIA DELLE SCIENZE MATEMATICHE 

e fisiche. |] Via Lata, N.° 3. || issi. In-4°, di 98 pagine. 

7. INTORNO || ALLA VITA ED AI LAVORI || DI || ANTONIO CARLO MARCELLINO POULLET- 
DELISLE || NOTIZIE RACCOLTE || DA B. BONCOMPAGNI || ESTRATTO DAL BULLETTINO Dl % 
BIBLIOGRAFIA E DI STORIA || DELLE SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE , || TOMO XV. - 
NOVEMBRE 1882. ||* ROMA || TIPOGRAFIA DELLE SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE || Via 
Lata, N. 3. || 1883. ln-4?, di 12 pagine. 

8. cassini gian Domenico. In-8°, di 12 pagine, nella 12* delle quali si legge: 
« Estratto dal Giornale degli Eruditi e dei Curiosi || Voi. IV, pag. 269—276. 
» Padova 1884, Tipografìa Crescini », contenente notizie intorno ad un 
poema astronomico di Gian Domenico Cassini. 

9. il matematico p. Francesco luino. In-8?, di 4 pagine nella 2* delle quali 
si legge: « Estratto dal Giornale degli Eruditi e dei Curiosi. |j Voi. V, 
» pagg. 48-49. || Padova 1884, Tipografia Crescini », in risposta ad un que- 
sito fatto nel giornale medesimo. 

10. Extrait de la Berne des questions scienti ftques, Octobre 1884. In-8°, 
di 4 pagine, nell’ultima delle quali (lin. 9) si legge: « Bruxelles. — A. vro- 
» mant, imprimeur e'diteur, rue de la Chapelle 3 », firmata (pag. 4*, lin. 8) 
« mansion », e contenente una recensione fatta dal Sig. Prof. Paolo Man- 
sion delle tre pubblicazioni seguenti : lettre |) de || charles-frédéric gauss || 
au || d. b - henri-guillaume-mathias olbers, ecc., berlin, ecc., mdccclxxxiii. Ri- 
produzione fotolitografica, in 4.° p.° 
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LETTERA |] DI || CARLO FEDERICO GAUSS || AL || D.“ ENRICO GUGLIELMO MATTIA 0L- 
BERS, ecc., 4883. In-4? (i) 

INTORNO AD UNA LETTERA || DI || CARLO FEDERICO GAUSS || AL || D.® ENRICO GUGLIELMO 
MATTIA OLBERS, eCC. ROMA, CCC. 1884. In-4? ( 2 ) 

H. académie royale de belgique . || (Extrait des Bulletins, 3. mc sèrie, tome 
Vili, n 0 ' 9-10, 1884.) || classe des Sciences. In-8°, di due pagine , nella se- 
conda delle quali (lin. 26) si legge: « Imprimerle de F. hayez, Bruxelles, 
Tue de Louvain, 108 », contenente una nota del Sig. Prof. Eugenio Carlo 
Catalan, relativa specialmente alla terza delie dette tre pubblicazioni rela- 
tive al Gauss. 

Castracane, Conte Ab. F. - Presentazioni di note : 
li Presidente presentò da parte del Sig. A. Certes socio corrispondente 
le seguenti Note a stampa : 1 ? « De Taction des hautes pressions sur les 
» phènomùnes de la putrèfaction et sur la vitalità des micro-organismes 
» d’eau douce et d’eau de mer: » 2! <c Parasites et commenseaux de Thuitre 
» (note comple'roentaire.) » 

De Rossi, Prof. M. S. - Presentazioni di note : 

11 Segretario presentò da parte degli autori, soci corrispondenti, le se- 
guenti note a stampa : i? « Quelque thèorèrae d'arithme'tique, per E. Ca- 
lalan ». 2 ! « Problèmes et thèorèmes de probabilità, par Eugfcne Catalan ». 
3° « Note sur le théorème de Lambert; par M. E. Catalan. » 4 ? « Sto- 
» nyhurst College Observatory. — Results of meteorological and magnetical 
» observations by thè Rev. S. J. Perry, S. J., F. R. S. » 5° « Zur 
» Gescliichte der Gregorianischen Kalenderreform, von Repetent Dr. Schmid, 
» III, Nachtragc » 6.° « Cronica cientiflca, revista internacioual de cien- 
» cias, Director D. R. Roig y Torres. » 

11 socio Prof. G. Tuccimei propose airAccademia di inviare al socio cor- 
rispondente Prof. G. Meneghini una lettera di congratulazione per il cin- 
quantesimo anniversario del suo insegnamento. La proposta venne unani- 
memente approvata; ed il Segretario fu incaricato di trasmettere al nostro 
illustre socio Prof. Meneghini i sentimenti di felicitazione del corpo ac- 
cademico. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 
Ordinari: Conte Ab. Francesco Castracane , .Presidente. — P. G. Foglini. - 

(1) Un esemplare di ciascuna di queste due pubblicazioni fu presentata all'Accademia Ponti- 
ficia de' Nuovi Lincei, nella Sessione 7* dei 20 Maggio 1883. (Vedi accademia pontificia 11 
de’nuovi lincei II anno xxxvi (1882—83' J Sessioni v.*, vi* e vii 1 , pag. 3. 

(2) Vedi sopra, n. 6. 
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Ing. A. Statuti. — P. F. S. Provenzali. - Cav. F. Guidi. - Prof. G. 
Tuccimei. - D. B. Boncompagni. - Prof. M. S. De Rossi. 

Aggiunti : March. L. Fonti. 


L’Accademia apertasi legalmente alle ore 2 Va P* venne chiusa alle 4 l / 2 p. 


OPERE VENUTE IN DONO 

1. Abhandlungen der Kòniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin , 1883. — Berlin, 
1884., in-4? 

2 . Abhandlungen der Mathcmatisch-Physikalischen Classe der Kòniglich Bayerischen Akade- 
mie der Wissenschaften. Milnchen 1884. ln-4.* 

3 . Académie Commerciale catholique de Montreal . Année académique 1876 — >77. Montréal, 1877. 

4. Almanach dar Koeniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften fiir das Jahr 1884. 
Mttnchen. 

5 . AMEN DONI (G.) — Sulle opere di bonificazione della plaga litoranea dell'agro romano , 
ecc. 9 Testo. - Roma, 1884. In-4* 

6 . — Tavole. — Roma, 1884. 

7. Archives de Musée Teyler. — Sèrie li. — Quatrième Partie. — Haarlem. 1883, in- 8 .° 

8 . Atti della Accademia Olimpica di Vicenza. — 1° e 2 ° Semestre 1882. — Voi. XVII. — 
Vicenza, 1882. In- 8 ? 

9 . Atti dell\Accademia Gioenia di scienze naturali in Catania. — Catania, 1883. In-4? 

10. Atti della R. Accademia dei Lincei. — A. CCLXXXV, 1883 — 84, — Serie terza — Transunti — 
Voi. Vili. — Fase. 15, 16. — Roma, 1884, in-4? 

11 . Atti della R. Accademia delle scienze di Torino. — Voi. XIX, disp. 4—7. Torino 1884. In 8 .° 

12 . Atti della Reale Accademia Lucchese di scienze , lettere ed arti. — T. XXIII. — Lucca, 
1884, in- 8 ? 

13. Atti della Società crittogamologica italiana . — A. XXVII. — Serie Seconda, Voi. III. — 
Disp. Ili, — Varese. 1884. In- 8 ° 

14. Atti del R. Istituto Veneto di scienze , lettere ed arti . — T. II. — Serie VI. — disp. 
4—9. Venezia, 1883—84, in- 8 ? 

15. BACHMKTIEFF (B. E.) — Meteorologische Beobachtungen , etc., Moskau, 1883. In-4,° 

16. Boletin de la Academia nacional de ciencias en Córdoba. — T. VI. — Entr. 2 * y 3 a - 
Buonos Aires, 1884. In- 8 .° 

17. Bollettino dell'Osservatorio della Regia Università di Torino . — A. XVIII (1883). Torino, 
1884. In-4.° 

18. British Association for thè Advancement of Science. Montreal Meeting. — Montreal, 1884. 
In- 8.0 — Report on conveyance. — List of Hotels , etc. — Programme of locai arrange - 
mente. — Second list of Members and Associates — Enquiries respecting public education. — 
Special excursions. — Visit to thè City ot Quebec. 

19. BONCOMPAGNI D. B. — Intorno ad una lettera di Carlo Federico Gauss al D. Enrico 
Guglielmo Mattia Olbers . — Roma, 1884. In-4.° 

20 . — — Intorno alla vita ed ai lavori di Antonio Carlo Marcellino Poullet-Delisle. — Roma, 
1883. In-4.<> 

21. — Cassini Gian Domenico. — Padova, 1884. In- 8 .° 

22 . — « — Il matematico P. Francesco Luino. — Padova, 1884. In- 8 .° 

23. Bulletin astronomique et météorologique de l'observatoire impérial de Rio de Janeiro. — 
Dèe. 1883, n.° 12 . — Rio de Janeiro, 1883. In-4.° 


Digitized by ^.ooQle 



— 52 — 

24. Bulletindela Société aeadèmique Franco-Hispano-Portugaise de Toulouse. — T. IV, 1883, 
n. 3, 4. — Statate et règlements. — > Toulouse, 1883. In-8.° 

25. Bullettin de la Société imperiale dee Naturalista de Moscou. — A. 1883. — ti® 3. — Mo- 
scou, 4884. In-8“ 

26. Ballettino della R. Accademia medica di Roma. — A. X. — n. 3—7. — Roma, 4884, in 8* 

27. Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche. — T. XVI, Die. 
1883. — T. XVII, Gennaio, Febbraio, 1884. — Roma, 1884. Iu-4.° 

28. CAHIS Y BALMANYA (D. M ) — Concepto cienlifico de la Uomeopatia . — Barcelona, 

1883. ln-8.° 

29. Catalogo d Ila esposizione collettiva del Ministero dei Lavori Pubblici alla Esposizione na- 
zionale di Torino del 1884. In-8.° 

30. CATALAN (E.) — Note sur le t/iéorcme de Lambert. — Paris. 4884. In-8.° 

34. Recensione di una memoria del Principe D. B. Boncompagni intitolata « Intorno ad 

una lettera di Carlo Federico Gauss. — Bruxelles, 4884. ln-8.° 

32. Quelques théoremes d' arithmetique . — Bruxelles, 1884. In*4.° 

33. Problèmrs et théoremes de probabilités. — Bruxelles, 4884. In-4.° 

34. Cenni monografici dei singoli servizi dipendenti dal Ministero dei Lavori Pubblici per gli . 
anni 4881, 4882, 4883. — Roma, 4884. In f> 

35. CERTES (A.) — De l'action des hautes pressione sur les phénomcnes de la putréf action et 
sur la vitalitè des micro-organi s me s d'eau douce et d'eau de mer. — Paris, 1884, In-4.° 

36. Parasites et commensaux de l'huitre ( Note complémentaire ). — Paris, 1883. In-8.° 

37. CHARRIER (A.) — Effemeridi del Sole , della luna , e dei principali pianeti per Vanno 
1884 : idem per Vanno 4885. 

38. Crònica citntifica . — A. VII. N. 462, 164, 406—468. — Barcelona, 1884. In-8.° 

39. DAHL (B.) — Die Lateinische Partikel VT. Kristiania, 1882. In 8.° 

40. DORNA (A.) — Prime osservazioni con anelli micrometrici all* osservatorio di Torino. — 
Nota sulla determinazione dei raggi degli anelli micrometrici con stelle . — Torino, 1884.In-8.° 

41. Nuovo materiale scientifico e prime osservazioni con anelli micrometrici all'Osserva- 

torio di Torino. — Torino, 4884. In 8.° 

42. FOLI E (F.) — Douze tables pour le calcai des réductions stellaires . — Bruxelles, 1883. In-4.° 

43. HAUSHOFER (K..) — Franz von Kobell. — Munchen, 4884. In-4.° 

44. Jahrbiich iiber die Fortschritte der Mathematik , etc., — Jahr, 1882. — Heft. 1. — Ber- 
lin, 4884, in-8.° 

45. Jahreshefte des Vereins fur vaterlàndische Naturkunde in Wurttemberg. — Stuttgart, 

1884. ln-8.° 

46. Journal de la société physico chimique russe. — T. XVI. — n" 6—8. — St. Pétersbourg, 

1884, in-8* 

47. KUPFFER (C.) — Geddchtnissrede auf Theodor L. W. von Bischoff. — Munchen, 1884. In-4.° 
48 La Civiltà Cattolica. — A. XXXV, Serie XII, Voi. VI, quad. 816, Voi, VII, 817—823: 

Voi. XIII, quad. 824—828. — Firenze, 4884, in-8.° % 

49. LUV1NI (G.) — Un modo di formazione della grandine. — Firenze, 1884. In-8.° 

50. Origine dell' elettricità nell'aria delle nubi temporalesche e delle eruzioni vulcaniche. 

Firenze, 1884. In-8.° 

54, MANSION (P.) — Intorno ad una lettera di Carlo Federico Gauss al Dr. Enrico Guglielmo 
Mattia Olbers etc . — Rivista. — Bruxelles, 1884. In 8.° 

52. MARRE (A.) — Intorno alla vita ed ai lavori di Antonio-Carlo-Marcell ino Poullet-Delisle 
etc. — Rivista. — Paris, 1884. In-8.° 

53. Memoires de la société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux . — 2 C Sèrie, T. V, 

3 e cahier. — Paris, 4883. In-8.° 

Ò4. Meteorologische Beobachtungen angestelt in Dorpat in den Jahren 1877, 1878, 1879, 1880. 
Dorpat, 1884. In-8.° 
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55. PERRY (S. J.) — Resulti of Meteorological and Magnetical Observations , 1883. — Man- 
resa 1884. In-8.® piccolo. 

56. Polybiblion. — Reoue bibliographique universale. — Partie lit ter aire. — Juin — Novemb re 
1884: Partie tecnique . — Juin— Novembre 1884. — Paris, 1884, in-8? i 

57. Proceedings of thè Rogai Institution of Great Britain. — > n,® 76, 77. — London 1883 
—84. In-8.® 

58. Publications of thè Cincinnati Observatory. Observations of Comete , 1880—82. — Cincin- 
nati, 1883. In-8.® 

59. Puissance du Canada. Le grand Occident canadien. Ottawa, 1882. In-8.° 

60. RAYET. Observations pluviométriques et thermométriques faites dans le département de la 
Gironde de Juin 1882 à Mai 1883. Bordeaux 1883. In-8.® 

61. R. Comitato Geologico d'Italia. — Bollettino n. 3 — 10: 1884. Roma, 1884, in-8? 

62. Rendiconto delle sessioni dell* Accademia reale delle scienze dell'istituto di Bologna. Anno 
1883—84. — Bologna, 1884. In-8. 

63. Rendiconto dell' Accademia delle scienze fisiche e matematiche di Napoli. — Aprile— Set- 
tembre 1884. — Napoli, 1884, in-4.° 

64. REUSCH (H.) — Silurfossiler og pressede Kong lomer ater. — Kristiania, 1882. In-4.® 

65. SARS (G. 0.) — Carcinologiscke Bidrag til Norges Fauna . — Christiania, 1879. In-4.® • 

66. SCHMID. • — Zur Geschichte der Gregorianischen Kalenderreform. 

67. SIEBK.E (H.) — Enumeratio insectorum Norvegicorum , — Christiania, 1880. In-8.® 

68. Sitzungberichte der Kòniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. — 
1 — XXXIX. Berlin, 1884, in-8.° 

69. STADKRINI (A.) — Brevi cenni sopra due sistemi di schedario per catologhi. — Roma 
1884. In-8.® 

70. SPARAGNA (A.) — Lettera di C. F. Gauss al Dr. E. G. M, Olbers etc. traduzione dal 
tedesco. 

71. STENERSEN (L. B.) — Myntfundet fra Graeslid i Thydalen . — Christiania, 1881. In-4.® 

72. TARANTELLI (R.) — Fiori e spine. — Origine , svolgimento ed effetti del sapere. — 
Chieti, 1884. In-8.® 

73. — La voce dell* amor fraterno. — Discorsi. — Chieti, 1884. In-8.® 

74. Il mondo non è angusto. — Chieti, 1884. In-8.® 

75. TARDY (P.) — Relazioni tra le radici di alcune equazioni fondamentali determinanti. 

Torino, 1884, In-8.° ’ 

76. TASSÉ (E.) — Le Nord-Ouest: la province de Manitoba, etc. — Ottawa, 1882. In-8.® 

77. Teuth Annual Report of thè public Library and Gallery of Art committee. 1883—84. — 
Swansea, 1884. In-8.® 

78. The Scientific Proceedings of thè Rogai Dublin Society. Voi. Ili, Part VI, VII. Voi. IV. 
Part 1—4. — Dublin, 1883. In-8.® 

79. The scientific Transactions ^of thè Rogai Dublin Society. Voi. I, XXII— XXV: Voi. Ili 
I, II, III. — Dublin, 1884. In-4.® 

80. Three Middies Ashore , or a Land Cruise to thè North*. — Montreal. 

81. TORP. (A.) — Die Flexion des Pali in ihrem Verhdllniss zum Sanskrit. — Christiania, 
1881. In-8.® 

82. TRAVAGLIAI (T.) — Il sacro volume biblico tradotto e commentato secondo la mente della 
Chiesa Cattolica , Fase. 1.® — Vasto, 1884. In-4.® 

83. Yerhandlungen und Mittheilungen des Siebenbiirgischrn Vereins fur Naturwissenschaften in 
Hermannstadt, XXXIV Jahrgang . # — Hermannstadt, 1884. ln-8.® 

84. VIMtRCATI (G.) — Rivista scientifico-industriale . etc. A. 1883. — Firenze, 1883. In-8° 

85. ZANON (G.) — Analisi delle ipotesi fisiche . — Venezia, 1885. In-8.® 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’ NUOVI LINCEI 

SESSIONE II a DEL 18 GENNÀIO 1885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELMINELLI 

MEMORE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


ÉTUDE SUR LES ÉQUATIONS Al.GÉBRIQUES NUMÉRIQUES 
DANS LEUR RELATION AVEC LA RÈGLE DES SIG NES DE DESCARTES ; 

I. On sait, par la Règie des signes de Descartes, qu’une equation al- 
ge'briquc, ratiounelle et entièrc, ne peut avoir plus de racities re'elles po- 
sitives qu’cllc ne predente de variations, ni plus de raciucs re'elles ne'gativcs 
que sa Iranslbnnc'e en - x n’oflre elle-méine de variations. Mais celte Règie 
ne dit pas si une tede equation peut toujours, quelle qu’cn soit l’espèce, 
atleindre celle doublé limite maxima, moyennant des valeurs numc'riques 
convenables attribuèes aux coeflìcients de ses diflereuls termes. Il y a là 
une question e'ièmentaire qui sembie n’avoir pas éte' e'tudiée et qui n’est 
pas sans inte'rét au poinl de vuc doctrinal. 

La question dont il s’agil peut s’e'noncer ainsi : 

Peut-on toujours former des e'quations numériques d'urie espèce et 
d’un degrè donne’s, telles quoti soit certain à priori quelles possèdent 
effectivement un nombre pre’ou de racines re'elles et de racines imaginai- 
res , respectivement'f 

Il est clair que si le degre' de l’e'qualion e'tait seul impose' et non son 
espècf (\), il n’y aurait pas, a vrai dire, de question ; car il sufTirait, une 


( 1 ) L’etprce d’une équation est déterminéc par les signes de ses termes successifs et par la 
parité ou l'impari té de leurs exposants. 
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fois les racines choisies arbitrairement , de former le produit de facleurs 
connus, du premier et du second degras, pour obtenir une èquation satis- 
faisant a cetle yague condition. Mais le problème est tout autre , si l’é- 
qualion qu’on propose d’écrire , non seulement doit posseder un norabre 
dètcrminè de racines réelles, positives et nègatives, et de racines imagi- 
naires , mais encore est astreinte a .prèseti ter dans ses differents termes 
(dont quelques-uns peuvent manquer intentionnellement) une succession 
dèterminée de signes. Car il est èvident qu'en formant le produit doni il 
vient d’etre parie, avec des facteurs composés de racines prises au hasard, 
la succession des signes y serait, en generai, très differente de celle qui 
aurait étè demandée , et , en outre, que si certains termes y manquaient 
par hasard , ce serait a des places quelconques et non à celles dèsignées 
par l’énoncè du problème. 

II. Afin de procèder méthodiquement , il convieni d’examiner d’abord 
le cas où l’èquation qu’il s agit de former doit ótre complète . Dans ce cas, 
le problème est toujours susceptible, et raéme d'une infinite de manières 
differentes, d’étre rèsolu par un procédè uniforme et simple. Quant aux 
équations incomplètes , la solution est plus delicate; elle se complique raéme 
si rapidement, au fur et a mesure que s’accroit le norabre des termes ab- 
sents , qu’on ne saurait se flatter de découvrir , comme dans l’autre cas, 
une dèmonstration generale et uri procédè de calcul uniforme. Toutefois 
la marche a suivre dans cliaque cas particulier peut ótre indiquée et mise 
en lumière, comme on aura soin de le faire dans la suite de cette Étude, 
a Laide d'exeraples variés. 

§ I. Équations complètes . 

III. La solution de la question proposèe, repose, dans ce cas, sur les 
deux lemmes suivants: 

Lemme I. Le produit d'un poljrnóme algébrique f (x), entier, rationnel, 
ordonnè par rapport aux puissances décroissantes de la variable x, et 
completa de degré m , par le binóme (x±a ), se compose d'un premier terme 
-+* x m+l , suivi de ni + i termes dont les signes sont les mémes {pour x + a), 
ou inverses (pour x-a ), que ceux de mémes degrès respectifs dans f(x), à 
la seule condition que le nombre a soit plus grand quune limite infé - 
rieure facile à déterminer d'après les valeurs des coefflcients de f(x). 

Eneftet, soient ± px’ ±qx r - 1 ' t deux termes consécutifs quelconques de f(x). 
Le terme en x r dans le produit sera 

(- ±pa±q)x r , si le multiplicateur est x + a ; et 
(^pa±q)x r y si le multiplicateur est x-a. 

Si l’on donne a l’ensemble de la parenthèse le signe dont pa est affectè, 
or aura 
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± (pa ± q) x r , dans le premier cas, et 
^ (pa t q) x r , dans le second. 

Chaque parenthèse se composera donc, sauf pour les terroes exlrémes, 
de deux termes, dont le premier, ayanl a pour facteur, y sera toujours 
positif, tandis que le signe qui régit toule la pareulhcse sera le mème que 
celui de px r dans f (x ), si le mulliplicaleur a e'té x + a, et inverse de 
celui-ci, lorsquc le multi plica teur est x — a. 

11 suffit donc, pour s a tisfaire aux conditions du lemme, que la valeur 
numerique de la somme algébrique des deux tcrmes soit plus grande que 
ze'ro dans chaque parenthèse, abstraction faite du signe qui régit celle 
parenthèse elle-méme. Or il en sera d’abord ainsi pour toutes celles où le 
terme q se presenterà avec le signe •«-, et il n’y a point à s’en occuper. 
Quant aux autres, cbacune d’elles donne lieu a une condition de la form» 

pa > q , d’où a > Il suffira donc qu’on prenne a plus grand que le 

plos grand de tous les nombres fraclionnaircs -, qui exprimeut le quotient 

d’un coefficient quelconque de f(x) divisé par la coeffìcient qui le pre- 
cède imme'dialement, s’il a un signe contraire au sien. Supposons, par 
exemple, qu’on ait f(x) = x’ - zx* + ix -r io, et que le multiplicateur soit 
x + a, on aura pour produit 

F (x) = x I> + (a - 3 ) x* - (3rt - 7) x 1 + (7 a + io) x + io a, 

et .l’on voit que les sigues de f (x) seront couservés dans les termes de 
mémes degrés de F(x), si Fon prend 

a > 3, > donc a > 3. 

f[x) restant le méme que ci-dessus, si le multiplicateur est x - a, on trouve • 
pour le produit, en y e'crivant chaque terme avec un signe contraile a 
celui de ménte degré dans f(x) : 

F (x) = x' 4 — (a + 3) x 3 + (3<z + 7) x 2 - (la - io) x - tOn, 
où la seule condition qu’il y ait lieu de satisfaire est ~a > io, d’où 

Lemme II. - Le produit d’un poljnóme f(x), défini comme ci-dessus , 
par le trinóme x a * ex + d, se compose de deux termes 

+ x m+ * ± (p t ± c) x m+1 , 

suivis fa m + i termes, dont les signes 
que ceux de mémes degrés dans f(x), 

grand que la plus grande des quantités 


sont les mémes , respectivement, 
si le nombre d est choisi plus 

, p, q, t, étant les va- 
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leurs absolues des coefflcients de trois termes consécutifs quelconques 
de f(x). 

La de'monstration de ce lemme e'tant analogue à celle du pre'ce'dent, il 
scrait superflu de la re'pe'ter ici. (I suffìra d’offrir un exemple. Soit encore 

f(x) = X* - 3X a + 7X + 10, 

a multiplier par x 1 ± ex + d , on trouve pour le produit 

F(x) = X 5 (+ C - 3) X 4 + (d + 3C + 7) X 3 - (zd +■ 7C - 10 ) X* + (7 d * ìoc) X + io d, 

et par conséqueut on satisfera à la condition requise, en prenant d plus 
grand que la plus grande des quantitc's de signe contraire, par exemple, 

*si c est positif, plus grand que — — — . Quant au nombre c, il sera 

pris >3, si le terme en x K doit ótre positif, et, au contraire, <3, si ce 
terme doit étre ne'gatif. 

IV. Ces pre'liminaires e'tablis, la solution du problème pose au § I ne 
presente plus de diflicultés, lorsque l’equation est complète. 

Supposons, en premier lieu, que toutes les racines de l’e'quation doivent 
étre rc'elles, et que cette e'quation ait la forme 

F(x) = X* * p t x m ~ l ± + px 7 n -, + p m - 6 ** - Pm - 5 + 

+ p m -i X* «• p m _ t X 3 - p m _, X* - p m —i x+p n = 0. 

Les deux derniers termes pre'senlant la succession de signes — +, on pren* 
dra corame point de de'part le bindme — x + a ou, par inversion, x-a, 
et Fon y fera, pour plus de simplicitd dans les caiculs ulte'rieurs, a = i. 

Adjoignant le terme en x*, qui est de mérae signe que celui en x, et in* 
versant les signes, on voit qu’il s’agit de formcr une e'quation du second 
degré, où les signes se succèdent dans l’ordre * + - , et dont l’un des fac- 
teurs linéaires soit x - l. Il faut donc multiplier (x — l) par le bindme 
x + a, ce qui donne ( a étant ici une nouvelle inde'termine'e) : 

x l + (a - i) x - a, 

et pour que les signes e'erits soient conservés, on doit prendre a > i. Si 
l’on veut que les racines successi ves soient des nombres entiers et les moindrcs 
possibles, od fera a = 2, d’où 

x* + x - 2 = 0. 
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Adjoignant le terme en x 3 , qui est positif, l’e'quation qu’il s’agit de for- 
mer, a l’aide de la precedente, devra pre'senter la succession de signes + — +, 
ce qui montre que le nouveau facteur lincaire a introduire doit étrex-a, 
et donne 

a : 3 - (a - i) x 2 - (a + 2) x + ia 

avec la condition n>i, afin que les signes ecrits soient efTectivement con- 
serve's. Soit donc a = 2 , il vicnt, pour l’e'quation culnque clierclie'e : 

x 3 - x* - 4 x ■+• 4 = (x - i) (x - 2) (x + 2) = c. 

L’adjonctiou du terme en x 4 entrarne l’interventio:i d’un facteur x + a, 
puisque ce teme est de méme signe que celui en x 3 dans la propose'e F(x) = o. 
Le produit est 

x 4 + (a - i) x 3 - (a - 4) x* - 4 (a - 1) x -1- M = 0. 

On devra donc, pour conserver les signes, prendre a> 1. Si Fon fait a = 2, 
1 e'qualion aura deux racincs e'gales. Si l’on veut des racines ine'gales, soit 
pris a =3, ce qui donne pour l'c'quatiou transitoire en x 4 : 

X 4 + 2X 3 - 7X 1 - 8X + 12 = (x - 1) (X - 2) (x + 2) (x t 3) = 0. 

L adjonction du terme en x 5 oblige a inverser les signes de lVquation prc'- 
ce'dente, puisqu’il est de signe contraire à celui en x 4 . Le nouveau facteur 
linéaire sera donc x — a, ce qui donne 

x i — (a — 2 ) x 4 — ( 2 a + 7 ) x 3 + (la - 8 ) x* + (sa + 12) x — 12 a = 0 , 

et éxige qu’on prenne a > 2. Soit a = 3 , il vient 

X* — X 4 - 13 X 3 + 13 X 1 + 36 X - 36 = (x - 1) (x - 2) (x - 3) (x + 2) (X + 3) = 0. 

L’adjonction du terme en x 6 , qui est positif, ne'cessite rintervention du 
facteur x - a, et de la sorte les signes, qui avaient éte' inversds dans IV- 
quation en x*, seront rétablis. Il vient 

X* - (a + l) X* + (tl — 13) X 4 + 13 (a •*. l) X 3 - (I3rt - 36) x* - 36 (a + i) x + 36a = o, 

et l’on*voit que' Fon doit prendre a > 13 . Soit a = 14 , on trouve pour IV- 
quation transitoire en x*: 

X 6 - 15X* + x 4 +l»5x 3 - 146X* - 540X + 504= (x-l) (x-j) (X-3) (x-14) (x+2) (x+3) = 0. 
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On continuerà d’après la méme procédé, en adjoignant successivement 
les termes en x \ x 8 , . . . etc. . . . x m ~\ x m , et eraployant a chaque foia, 
soil le facteur x ■+■ a, soit le facteur x - a, selon que le nouveau terme 
introduit a daus F (x), le méme signe, ou un signe contraile, que celili 
qui le suit, et, de la sorte, on parviendra a urie equation en x m , ayant 
les signes prescrits et toules ses racines re’elles, et méme, si Fon veut, en- 
tières et les moindres possibles. La qucstion proposte se trouve ainsi ré- 
solue, de la manière la plus ge'nérale et la plus simple, par un proce'de' 
uniforme, dans le cas où l’equa tion complète, dont l’espèce est donnée, 
doit avoir toutes ses racines réelles. 

V. Il faut mainlenant examiner le cas où celte méme équation doit avoir 
des racines imaginaires. Ces racines devant alors étre conjugue'es deux a 
deux, rinlroduction successive de facleurs linéaires ne peut plus avoir Heu, 
en ce qui les concerne , et il faut rccourir , pour cliaque couple de ces 
racines, à un facteur du second degre' de la forme x* ± ex + d, introdui- 
sant deux racines a la fois, avec la condilion c*<W. 

Pour fixer les idées, supposons que l équation proposée, du seplième degre', 
doive avoir deux racines imaginaires et soit de l’espècc. 

F (x) = x 7 -p x x* -Pi x 5 -4 p t x k + p\ x x -p$x* - p e x+p 7 = o. 

Le moyen le plus simple de resoudre la question consiste a forraer urie 
equation auxiliairc du 3 ème degre, ayant deux racines imaginaires et pre- 
sentane comme les quatre derniers termes de F (x), la succession de signes 

+ +. On clioisit ici IVquation du 3 e degre, parce que le terme eu x*, 

savoir y^x 3 , est positif dans F(x). Si c’eùl été le terme en x a , on aurait 
pris direclement une equation du 2 e degre cornine equation auxiliaire , ce 
qui ne serait pas possible dans le cas présent , puisqu’après avóir inverse 
Ics signes des trois derniers termes, le terme Constant p~ devient negati!*, 
circonstance qui est incompatible avee rexistcnce de deux racines imaginaires 
dans une équation du second degre. 

On trouve aisément que IVquatron cubique 

(X* - 3X + 4) (x + 2) = X* — X a - 2X 8 = 0, 

satisfait aux deux conditions demandées. Nous la prepdrons pour point 
de de'part. II suffit, cela fait, d’introduire successivement, a Laide de facteurs 
lineaires, quatre autres raciucs reelles , en faisant usage du procede deja 
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exposé. On trouve aitisi, en prenant 'a chaque fois, le moindre nombre en- 
tier compatible avec les condilions du problème, que i’équation 

<p (x) = (x + 2) (x + 5) (x + 5) (X - 5) (X - s) (x 2 - 3X + 4) = 

= X 7 - X 6 - 52 X 5 + 53 X 4 + 725 X 3 - 1025 X* - 1250 X + 5000 = 0, 

salisfait à lenoncé, en admettaut deux racines égales positives , et deux 
racines égales négatives. 

Supposons, en second lieu, que i’équation F (x) ci-dessus doive avoir 
quatre racines imaginaircs et seulement trois racines réelles. 

On pourra profiter de ce que le terme en x 4 , dans F (x), est positif, 
en ménte temps que le tenne Constant, pour attribuer les quatre racines 
imaginaires prescrites à une équation auxiliuire du 4* degre' , presentant, 
comme la proposée dans ses cinq dernicrs termes, le succession de signes 

+ + +. 

A cet efFet, on pourra combiner l’équation du second degré , employe'e 
dans l’exemple pre'cédent , x* - 3x + 4 = 0 , avec celle-ci : x* + cx + <f = o, 
où les coelficients c et d soni iaissés indéterminés. EfFcctant le produit de 
ces deux trindmes, il vient 

f(x) = X* + (c - 3) X 3 - (3C - d - 4) X* - (ìd — 4c) X + kd «= 0. 

Les conditions auxquelles il y a lieu de satisfalle, moyeunant des valeurs 
convenables de c et d, sont donc : 

c a < 4 d, 

puisque les deux racines à introduire doirent aussi étre imaginaires; puis 

c > 2 ;zc> d + * ;c <±d. 

On y satisfait évidemment en prenant c = 4 et d >- f <8. Par exemple, si 
l’on adopte les valeurs c = 4, d = 6, on a pour l’e'quation auxiliaire en x‘: 

/(x) = X 4 + X 3 - 2 X 1 - 30 X + 24 = (x 3 - 3 X + 4) (x 1 + 4 X + 6) = 0. 

11 reste à introduire trois autres racines re'elles. L’application du pro- 
cede' exposé ci-dessus, montre que les conditions requises seront satisfaites 
par l’introduclion successive des facteurs linéaires (x - 16), (x + 16), (x — 15), 
ce qui donne enfìn 

F (x) = (x - 15) (x - 16) (x + 16) (x 2 - 3 X + 4) (x 2 + * X + 6) • 

= X 7 - li X 6 - 27*3 X 5 + 3584 X 4 + 4826 X 3 - 360 X 2 - 121344 X + 921C0 = 0, 

pour l’équation demandée. 
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VI. On voit, par ce qui précède , et saus qu’il soit utile de multipiier 
les exemples, que le ménte procédé s’appliquerait au cas où Féquation pro- 
posée, étant d’un degré qnelconque supérieur au septième, devrait posseder 
plus de quatre racines imaginaires ; son application étant dVilleurs facilitee, 
daus tous Ics cas, par une ad resse couvenable a tirer parti , pour la for- 
malion des cquations auxiliaires succcssives , des signes positifs que pour- 
ront préseiiter les termes intermédiaires de Féquation , aitisi qu’on l'a fait 
dans Texcnìple ci— dessus. 

VII. Lorsi|ue Féquation proposée devra posséder le noni lire maximum de 
racines imaginaires compatible avec son degré, c*est-a-dire toutes si le de- 
gré est pair, et toulcs moins une s'il est impair, on résoudra aisément la 
question eu p rena ut arbitrairemeiit les valeurs numériques de tous les coef- 
ficicnls, sauf du dcrnier qui est indépeudant de .r, et cn déterminant eli- 
sili te celui-ci, de Ielle que Féquation aitisi complélée ait le nombre maxi- 
mum di? racines imaginaires, c’cst-a— dire eu lui donnant une valeur nu- 
méri(|ue plus grande que celle de Fordonnéc maxima , de signe contrairc 
au sien, que possedè la courbe parabolique y = F g (x), en désiguant par 
F, (x) le polynóme F (x) privé de son dernier terme. 

S’il s’agit, par exemple, de Féquation .r # — p t x* - p x + p % « o, et qu’on y 
fasse Gomme Je maximum negati/ de jr = x* -5 x 2 - 7x est 

égal a -44,01, environ, on sera certain que l’èqua tion x % x* - ix - 4-45 = 0 , 
entro autres , n a pas de racines réellcs posilives. Elle ne peut donc avoir 
qu’unc seulc racine negative, qu’on trouve ètre égale a — 2 , 87. 

Si réquation proposée est 

F(x) = x 7 - p t x 6 -p t x* + p t x 4 +p 4 x' -p 5 x 2 -p$x +p 7 = 0 , 

avec la condition de ne posseder q ubine scule racine réelle; 011 premila, 
par exemple , p x ^i; p 2 *=* 5 ; /> 3 «= 3; p l « f> ; ^ 5 = A; pó = et il suffira, 
pour résoudre la question, de prendre p : plus grand que l’ordonnéc nega- 
tive maxima de la courbe parabolique 

j = x 1 - x* - sx* + 3x'* c.r 3 - 4.r a - 2 x, 
par exemple p 7 = 155. 

• En résumé, lorsque Féquation proposée est complète, on peut toujours, 
quelle que soit la proportion des uombres de racines réelles et imaginaires 
qu’ellc devra posseder , déterminer , d’unc iufinité de manières ditlérenles, 
mais non arbilraires, les. valeurs numériques de coeflìcients qui satisfassent 
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cette condition, et les dèveloppements dans lesquels nous venons d’eutrer 
montrent comment peut se Taire cette dòtermination. 

On peut méme satisfaire a la condition supplòmentaire que l’òquation 
ait un terme nul; car il suftìra pour cela, après qu’on aura effec- 
tuò le produit du polynóme auxiliaire de degrò m - y dòjà trouve', par 
le binóme x * a, de prendre pour valeur de l’indòterminòe a celle du plus 

grand nombre fractionnaire -> parmi tous ceux exprimant le quotient d’un 

coefficient de F (x) par le coefficient qui le precède imme'diatement, si ce 
quotient est nògatif, au lieu de prendre une valeur plus grande, cornine 
on le fait lorsque l’òqualion doit étre complète. Mais il y a lieu de re- 
marquer que le terme qu’on ferait ainsi disparaitre aurait son rang dò- 
terminò par les circonstances finales du calcul, et qu’ainsi ce rang ne 
pourrait ótre fìxò a priori. Lorsque le rang du terme qui doit manquer 
est, au contraire, indiquò par les conditions de l’e'noncò, le problème a re- 
soudre se rattaclie à la formation des e'quations incomplètes, dont nous al- 
lons maintenant nous occuper. 


SECONDE PARTIE 

ÉQUATIONS INCOMPLÈTES. 

Vili. La formation d’une e'quation nume'rique incomplète, dont le degre' et 
l’e'spèce sont designes, dèrive, en illése gènèrale, des mémes principes que 
ci-dessus, mais en introduisanl dans leur application les modificalions ou 
pre'caulions ne'cessaires que cette circonstance nouvelle comporle. Celles-ci 
devienneut d’ailleurs de plus en plus nombreuses et compliquèes, au fur 
et a inesure que s’accroit le nombre des termes qui, d’après fònoncò du 
problème, doivent manquer dans l’e'quation, à des rangs dèterminès. 

Pour proce'der mc'lhodiquemcnt, nous commencerons par le cas le plus 
simple, celui où il ne manque qu’un seul terme. 

Il est clair qu’alors la marche tracòe pour le cas des òquatiojis com- 
plètes, ne saurait étre suivie telle quelle. Eu effet, l’obligation de satis- . 
faire aux deux conditions: 

i? que le terme designò dispartisse, 

9 
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2 ? que les valeurs nume'riques des coefficienls des autres termes, com- 
prises entre les pareti thèses, soient positiva en valeur absolue; 
exige qu’ou puisse disposer finalement de deux inde'lerminées, et non plus 
d’une seule. 

En consdquence, le dernicr multiplicateur ne saurait plus étre un bi- 
nóme du premier degre', de la forme x * a. 11 devra consister en nn tri- 
nóme du second degré, tei que x a ± ex * d, c et d dtant deux inddter- 
minées doni la valeur nume'rique reste disponible. Le signe à attribuer a d , 
dans ce trinóme, de'pendra d’ailleurs de celui dont le terme en or”* -1 est 
affecte', dans 1’ e'quation proposte du degre' m. Si celui-ci est positif, d 
devra étre pris avec le signe + ; s’il est ndgatif, d devra étre pris avec 
le signe Quant au signe du terme ex, il pourra, selon le cas, étre po- 
sitif, ou negali!, où l’un et l’autre indistinctement. 

On formerà pre'alablement une e'quation auxiliaire f (x) = o, nuradrique et 
du degre' m 2 , dont le premier terme, x*" - * sera positif, tandis que tous 
les termes suivants seront affecte's des mémes signes que ceux de mémes 
degrds respectifs dans la proposte F(x) = o. Cela fait, on multipliera f(x) 
par le trinóme (x* * ex + d), si le terme en x" - * est positif dans f (x), 
et par le trinóme (x* ±cx - d) si le terme en x™ - * est ne'gatif dans F ( x ). 
Enfin on determinerà c et d, de fagon a satisfaire, a la fois, à l’égalité 
qui résulle, dans le produit ainsi oblenu, de la conditition d’y rendre nul 
le coeffìcient du terme qui doit manquer, et à celle des ine'galitds qui em- 
porte, par a fortiori, toutes celles de méme nature, de fagon que les va- 
leurs absolues des coeSicients de tous les -termes soient positives, inde'pen- 
damment du signe extdrieur qui rdgit chacune des parentlièses qui en con- 
tiennent l’expression. On devra d’ailleurs, selon le cas, avoir aussi dgard 
à la condilion que les deux derniéres racines à introduire ainsi simultane- 
ment soient re'elles, ou imaginaires, c’est-a-dire c’> Ad, ou c* <Ad, lorsque 
d peut étre pris avec le signe +, corame il a e'te' expliqud plus haut. 

En gdne'ral, cetle doublé inddtermination de c et d suffira, comme on 
va le voir, pour obtenir, et méme en nombre infini, la solution du problème. 

IX. Pour mieux fixer les iddes, nous prendrons comme exemplc l’dqua- 
tion du septième degré 

F (x) = x 1 - p x x* + p 2 x 5 - pi x 3 - p t x* + p 5 x + p 6 = o, 
où le terme en x 4 manque, et nous supposerons d’abord que l’dquation nu- 
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mèrique qu’il s’agit de former doive avoir toutes ses racines rèelles, ce a 
quoi la Règie de Descartes ne s’oppose pas, puisque le terme absent est 
compris entre deux termes de signes contraires. 

L’equation auxiliaire / (x) — o, 'a former préalablement, sera donc du type 

/ {x) = x* - q x x 4 - q t x 3 - q 3 x' + q^ x + q s = o, 

où l’on donne, pre'fèrableraent mais non pas ne'cessairement, le signe — au 
terme en x 4 , qui n’a pas son analogue dans F (x). 

L’une des e'quations nume'riques les plus simples qu’on puisse former, avec 
des racines entières et inègales, et qui soit de l’espèce requise, est la suivante: 

f(*) = X 5 - 19X 4 — 149X 3 -49X* + 580X + 500 = (x + l) (x + 2) (x + 5) (x-2) (x-25) = 0, 

à laquelle on arrive par. le procède' explique' dans la Première Partie. 

Le terme en x 5 ètant positif dans F ( x ), c’est, comme il a ète' dit plus 
haut, le trinóme x* * ex + d, qui doit intervenir comme multiplicateur. 
Nous y adopterons le signe — pour le terme ex , afin de satisfaire plus sù- 
rement à la condition d’avoir un terme en x 6 ne'gatif, ainsi que l’e'qua- 
tion F (x) = o le re'clame. EITecluant le produit, il vient 

(f(x)=f (x) (x* - ex + d) = X 1 - (c + 19) X* + (d + 19C - 149) X 5 - (l9rf - I49C+49) x'* - 

- (U9d -49 C - 580) X 3 - (49<f + 580C - 500) X* + 

+ (58 Od - 500C) X + 500<f = 0. 

Et les conditions auxquelles c et d doivent satisfaire sont les suivantes : 
i! c*>*d, puisque les deux racines a introduire doivent étre re'elles; 

2° 19 d - 149C + 49 = o, puisque le terme en x 4 doit disparaitre ; 

3° enfin rf + i9c>!49, car cette inègalitè entrarne toutes les aulres de 
méme espèce. On en conclut 

a= ; puis c*>4 X ; d ou C>31, OS 

19 19 

Donc si l’on fait c = 32, d’où d = 248,37, il vient pour l’équation demandée 
f(x) ss (x + l) (x+2) (x+ 5) (X- 2) (x — 13, 24...) (x — 18, 76...) (X - 25) = 0, 
qui, de'veloppée, satisfait a la succession requise des signes et dont les 
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t 

sept racines sont les cinq de Fdquation f (x) ci-dessus et ces deui-ci 
+ 13,24...., + 18,76 

Si Fon voulaìt que les coeffidents de <f(x) fussent tous des nombres en- 
tiers, on devrait prendre c = 47 + 191, i e'tant un entier > o. 

Comme second exemple, supposons que le terme manquant soit compris 
entre deux termcs de méme signe, comme dans Fdquation 

F (x) = x 7 - p t x* + p % x* + p 3 x 3 - p^x* + p s x + pt = o, 

et que l’e'quation numc'rique a former ne doive pas avoir d’autres racines 
imaginaires que les deux qui lui sont impose'cs par la condition précitée. 

On formerà préalablement l’e'quation auxiliaire en x 5 
f(x) = X* - 54x'* + 502X 3 — 1248X* + X + 1806 = (x + l) (x - 2) (x - 3) (x - 7) (x - 43)=0. 
On introduira le trinóme x* + ex + d, où le terme ex est posilif par un 
motif qui sera explique' dans un moment. Effectuant le produit, on a 

9 (x) = X 7 - (54 - c) X* + (d - 54 C + 502) X 5 - (Sid - 502 C + 1248) x'* + 

+ (502 d - 1248C + l) X 3 - (1248 d -C- 1806) X* + (d + 1S06C) X + 1806</ = 0, 

et les conditions auxquelles on doit satisfaire sont les suivantes: 

1. ° c 2 <*d, puisqne les deux racines a introduire sont imaginaires; 

2. ° 54 d - 302 c + 1248 = o, condition qu’il eùt élé impossible de re'aliser, si 
Fon eùt pris le terme ex avec le signe 

3. ® enfìn les inégalités 

d + 502 502rf +i , 

c<54; c< ; c< ; c <i24sa - 1806; a + i806 c>o. 

54 1248 

On reconnait aise'ment que toutes ces conditions sont satisfaites, si l’on 
prend (entre autres valeurs moins simples) 

e = 4. d’où, à cause de 2®, d = 14, 07 

XI. Si, dans Fexemple prdeddent, on eùt attribuì le signe + au terme q x x^ de 
l’équation auxiliaire /(x), il est aisd de voir, en s’aidant au besoin de quel* 
ques considera tions de geometrie, que le mode le plus simple de solution 
consisterait a attribuer les deux racines imaginaires que F(x) doit posseder, 
a cette équation f(x), le trinóme multiplicateur devant étre ensuite x a — ex +d, 
avec la condition c a > 4 d. 
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On ' trouve par exemple, sans difficulté, 

f(x)=(x + i) (x- 2) (x - 3) (x 2 + sx + 20) =» x’ + x 4 + x 3 - 69X 2 + sox + 120 = 0, 

qui est de l’espèce requise et possedè trois racines réelies avec deux ima- 
ginaires. Et de là on conclut 

<j>(x)=/(x) (x 2 -cx+d) = X 7 -(c- 1 ) X * + (d-c+i) X 5 + (d~c- 69) X^^(d+69C-60) X 3 - 

- (69 d + 80 C - 120) X 2 + {sod - 120C) X + 1 20<f = 0, 

dont toutes les conditions seront satisfaites en prenant c>i8,7 Soit 

c = 20, d’où d = c + 69 = 89, il vient pour l’équation demandée 

<f(x) - X 1 -19X® + 70X 5 + 1519X 3 - 7021 X 2 + 2050X + 10680 = 0, 

solution plus simple que celle obtenue pre'cédemment (X) et où les coef- 
ficients sont tous entiers. On eu pourrait former une infinità d’autres, et 
notamment une plus simple encore correspondante à c = 19. 

XII. Nous avons jusqu’ici supposé que le terme en x m ~ 2 avait le signe + 
dans F(x), comme le terme x m lui-méme. Il convient d’examiner actuel- 
lement le cas où ce terme x m-2 est négatif. 

Soit, par exemple, 

F(x) = x* + p x x 4 - p 2 x 3 - p 3 x + />4 = 0 , 

où le terme manquant est compris entre deux termes de méme signe. 

L’équation auxiliaire serait ici, en y conservant, sauf pour le terme 
en x 3 , les mémes signes que dans la proposée, 

f(x) = x 3 =*=< 7 ,x a - q 2 x + <73 => 0 . 

Mais on peut aussi y inverse r tous les signes, ce qui donne 

f(x) = x 3 =t q t x 2 + q 2 x - q t = 0 , 

et méme y supposer q x = 0 . On reconnait facilement aussi que le plus 
simple est alors d’attribuer à f(x) les deux racines imaginaires que F(x) 
doit posseder. L’équation 

/(x) = (x - l) (x* + X + 2 ) - X 3 + X - 2 

satisfait a ces conditions. Il reste, pour obtenir l’équation numérique de- 
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mandée <p(x), à introduire deux racines réelles, l’une positive, l autre ne- 
gative, ce qui se fera à laide du trinóme multiplicateur (x a +cx-<?). On obtient, 
en effecluant le produit, 

<j>(x) = x 5 + ex 4 - (d - i) x 3 — (d + 2c) x + id = o 

avec les conditions c - 2 = o et d> i, d’où c => 2 , et d quelconque >!. 
Soit d = 2 , on a, pour l'e'quation demande'e, panni une infiniti d’autres: 

<p(x)~X* + 2X 4 -X 3 -6X + 4=(x-0,732)(x-i) (x + 2,732) (x a + X + 2) = 0. 

XIII. Dans ceux des exemples précédents, où l’èqua tion proposée F(x) = oa 
un terme manquant entre deux termes de roéme signe, nous avons suppose' que 
l’équation numérique à former d’après ce type devait avoir toutes ses ra- 
cines réelles, sauf deux. Mais on peut demander aussi qu elle ait des racines 
imaginaires autres que ces deux-là, qui sont nécessaires. Soit, par exemple, 

F(x) - x 1 + p t x 8 - p 2 x 5 - pjX 3 - p^x* + p s x + pq = o, 

l’équation proposte, avec la condition que l’équation numérique demandée 
n’ait que trois racines réelles, négatives. 

L’équation auxiliaire f{x) du cinquième degré, qu’il faut former d’abord, 
devra donc posséder: 

Soit trois racines réelles ; et, dans ce cas, le trinóme multiplicateur final, 
devant introduire deux nouvelles racines imaginaires, sera nécessairement 
de la forme x a ± gx + h, avec la condition g a <4^; soit une seule racine 
réèlle; et, dans ce 2* cas, le trinóme multiplicateur final, devant intro- 
duire deux nouvelles racines réelles et négatives, sera de la forme x*+gx+h , 
avec la condition g* >4^. 

Examinons ces deux cas, successivement. 

t* r Cas. On doit former d’abord 

f (x) = x 5 + < 7 ,x 4 - < 7 s x* - q t x* q^x + q s = o, 

car on reconnait facilement que le terme en x 4 , qui manque dans F(x), 
doit ici recevoir de pre'fe'rence le signe +. 

On formerà une première équation auxiliaire en x 4 , de la forme 

<J/(x) = x 4 - r,x 3 — r a x 2 + r$x + /*$, 

où les termes de mémes degrés respeelrfs ont les mémes signes que ceux 
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de /(*), en faisant le produit de deux trinómes da 2® degré (x 2 + ex + d) 
et (x* -ex + /), avec les conditions c 2 ^>*d et e 2 <4 f. D’où 

<Hx) = x* - (e - c) x 3 - (ce - f- d) x 2 + (cf- de) x + df= o. 

ainsi les coefficients r ( ci-dessus ont, respectivement, pour valeurs 

r, = e - c; r t **ce -f-d ; r t ® cf - de ; r 4 = df. 

Par cooséquent, on doit avoir, pour que les signes requis soieat conserves: 

e>c; ce>f+d‘, cf>de. 

On satisfait à ces trois indgalités et aux deux préeddentes, en prenant, par 
exemple, 

c = *} d « 3. e = 4, /= 5, d’où <J»(x) = x* - 8x* + sx + 15, 

où le terme en x * manque, ce qui est ici indifférent. 11 faut maintenant 
introduire une troisièrne racine négative - a, ce qui donne 

f(x) = <p(x) ( x+a ) =x*+(a-r t )x 4 - (<ir x +r,) x 3 -(ar a -r 3 ) x* + (ar 3 +r 4 )x + ar 4 = o, 

où l’on a, d’après lVquation numérique ci dessus, 

r, «= 0 ; r a = 8 ; r 3 « 8 j r 4 = «. 

S’il ne s'agissait que de former f(x), il suffirait que a satisfìt à la con- 
dition ar 2 > r 3 , c’est-a-dire a>i. Mais on reconnait promptement que la 
formation subséquente de F(x), dans les conditions requises, exige qu’on 
ait a>3 <4. Soit donc, par exemple, a = 3,2. Il vient 

f(x) = X* + 3,2X 4 - SX* - 17, 6X* + 40,6 X + 48 = 0. 

ce qui donne pour les valeurs des coefficients q t ci-dessus : 

7 , = 3 , 2 ; ^ a *= s; ^ 5 = 48. 

Gela posò, on a, sous la condition g' < Ah : 

F(x) =/(x) (x*-gx+A) = x 7 + (?,-$) x* - (q t g+q t ~h) x* + (qMq,g-q t ) x 4 - 

~ {qjt-qs-qù ^ - (qìh+q^g-q 5 ) x 2 +(qi t h-q s g)x*q s h^O. 
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La condition de faire disparaitre le terme en x 4 fournit l’égalité qji+q^g-q^. 
Od a, en outre, les inégalités 

<h>g><hg+<l 2 >h> q,h+qg>q 3i qJi>q$+qt>> q t h +q&>qs’> t h h >qag- 

Rcmpla^ant les q ( par leurs valeurs ci-dessus, on a d’abord h = — 

3,2 

On voit ensuite que la valeur de g doit étre trbs petite, et qu’en prenant, 
par exemple, g = 0,078, d’où 4 = 5,3111..., toutes les conditions précitées 
sont satisfaites, ce qui donne pour l’équation cherckée 

<j>(x) = (x + l) {x + 3) (X + 3,2) ( X 2 - 4X + 5) (x* - 0,075X + 5,311...) = 

= X 7 + 3,125. .X* - 2,929. .X 1 - 0,57x 3 - 48,52x 2 + 212,03 X + 254, 93 = 0. 

2 ime Cas. On peut attribuer à <J/(x) les quatre racines imaginaires que F(x) 
doit posseder, en prenant, par exemple, 

<p(x) = (x 2 -4X+5) (x 2 -0,07X+5,3) = X 4 - 4,07X 3 + 10,58X 2 - 21.54X+26,5; puis 

f[x) = <p(x) (x * i)=x’-3,07x 4 + 6,5ix‘- io,97x 2 + 4,95x + 26,5, et enfin 

?(x) = /( x) (x 2 + gx + h), avec la condition g 2 >44, puisque, d’après le- 
noncé, les deux racines a introduire doivent étre rdélles (et ne'gatives). 

On fera, par exemple, g = 6,2, d’où, à cause de la condition d’égalité 

ci-dessus, h = on aura h = 9,57 et, par conséquent, g 2 > 44. On 

trouve enfin 


(|/(x) = (x+l) (x+2,9) (x+3,3) <p(x) = X 7 + 8,13X 6 - 2,954X 5 - 0,7X* - 47,89 X* + 

+ 211, 67X + 253,603 = 0, 

qui satisfait à toutes les cqpditions de la question. 

XIV. Jusqu’ici il ne manquait qu’un seul terme dans l’e'quation dont le type 
était propose. Nous allons, dans ce qui suit, supposcr qu’il en manque deux. 

Équations incomplètes, oà il manque deux termes. 

Les deux termes absents peuvent étre consécutifs, ou non consecutifs. 
Dans ce dernier cas, ils peuvent étre compris l’un et l’autre entre des 
termes de signes contraires, ou entre des termes de méme signe ; ou bien 
l’un d’eux peut étre compris entre deux termes de méme signe, et l’autre 
entre des termes de signes contraires. 
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^Pour abréger, nous supposerons, quel que soit le cas doat il s’agisse, 
que lYquation démandée doive n’avoir que le plus petit nombre possible 
de racioes imaginaires. 

Dans tous le cas» l’obligation de (aire disparaitre deux termes donnant 
lieu a deux égalités, sans préjudice des inégalités auxquelles en doit sa- 
tisfaire, on comprend qu’il ne suffirait plus, comme dans le cas où il ne 
manque a lYquation qu’un seul terme, de se re'server, à la fin de l’opé- 
ration, deux indéterminées. Ce nYst donc plus un seul trinéme de la 
forme (x* ± ex * d), mais bien deux trinómes de cette forme qu’on aura 
a introduire, avec les conditions c 1 < ou >4 d, selon les condilions d’ima- 
ginarité on de réalité des racines qui resteront à adjoindre. On aura donc 
à former préalablement une équation numérique auxiliaire, f (x) = o, non 
plus, comme précédemment, du degré m — 2 , mais bien du degre' m - 4, 
dont les termes faisant suite au terme initial x m ~ t * auront les mémes signes 
respectifs que ceux de lYquation proposte F (x). 

Quelques exemples suffiront pour faire bien comprendre la suite des o pé- 
ra tions et les précautions qu’elles peuvent exiger. 

XV. Supposons, en premier lieu, que la proposte soit 

F(ar) = x 7 - />,x* + p 2 x 5 + p t x 1 - p^x + p s = o, 

avec la condition que lYquation ntfmérique <p(x), qu’il s’agit de former, 
n’ait que les deux racines imaginaires qu’elle ne peut point ne pas avoir, 
et que les cinq autres soient réelles. 

On prendra pour équation auxiliaire 

f(x) = x 5 - r,jr 4 + r 2 x 3 + r$x* — r A x + r$ = o, 

avec la condition que toutes ses racines soient réelles, mais en ayant soin, 
conformément à la règie posée ci-dessus, d’en laisser deux indéterminées. 
En opérant comme il a été dit dans ce qui précède, on reconnait qu’une • 
solution est fournie par lYquation 

f(x) = (x - i) (x - 2 ) (x + 4) (x* - ex + d) = 0 , 

ou lon prendra c a >4<f, et qui possedera, comme F(.r), quatre racines po- 
sitives réelles et une négative. Comparant le produit avec lYquation f.(x) 
écrite ci-dessus, on trouve que les coefficients r, ont les valeurs ci-après, savoir 

10 
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r, - c - i; r, « - c - IO; r 3 = rf + 4 oc + 8, r 4 = ìorf + se; r rj = sd. 

Jntroduisant enfio le facteur du second degrd (r* + ex * f), avec la con- 
dition e 1 <4 f, puisque les deux facteurs linéaircs doivent étre imaginaires, 
on trouve, polir le produit de f{x) par ce trinóme : 

<p(ar) = x , -(r x - e) x* + (f- r , e + r 2 ) x s + (r, f-rp + r 5 ) ar a - {r^f-r^e) x + r$f= o, 

avec les conditions d’c'galitè 


rj - r 2 e - r g = o, r/ + r,e - r 4 = o, 

et les conditions denegali td 

a . , „ , r.e - re r 5 e 

e <4 f } e <r t ; p^e-r,; f> — • 

r * r 4 

On reconnait avec un peu d’attention qu’on satisfait a toutes les conditions 
exigdes, en prenant d’abord c = 19 et d = w, d’où, en vertu des egalités 
ci-dessus, 

4368 , 4474(6 

e = = 0,4586*....: f = 46,5206... 

8905 8905 

toutes les conditions sont satisfaites et Fon trouve pour l’e'quation deman- 
de'e (en n’e'crivant que les premières décimales des coefficients): 

<f(x) = X 1 - 17,85X* + 74, %x' + 5020, 4X* - 47274 X + 44894 - 0, 

qui, étant decora posee en ses facteurs. peut s’dcrire 

<f(x) => {X - 4) (X - 2) (X -j) (X - 40) (X + 4) (x* + 0, 454..X «• I6,52t) = 0. 

XVI Soit, cornine second exemple, l’e'quation proposee 


F(.r) « x 7 - p x x* - p 2 x k + p 3 x* - p^x + p t = o, 

où il manque deux termes, compris l’un entre deux termes de méme signe, 
1 autre entre deux termes de signes contraires, et sous la condition que IV- 
quation numdrique qu’il s’agit de forraer possedè cinq racines re'elles, doni 
quatre positives et une negative. 
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On formerà préalablement, cornine dans l’exemple qui precède, l'èqua tion 
auxiliaire du 5” m< ’ degre' 

f(x) — (x - i) (.r - 2) (x + 4) (x 2 -ex + d) = 0, 

avec la coadition c*>4rf; celle c'quation sera, par conséquent, de l’espèce 

f(x) = x* - r,x 4 + r, x 3 + r t x* - r t x + r 5 = 0 , où l’on a 

r, =* c - i; r, = (<i - c - i<>); r 3 = (rf + toc + 8); r 4 - lorf + 8c; r 5 = urf. 

Introduisant alors le facleur x 2 + ex + fj avec la conditioii e*<4 f, il vieni 

<f(x) = x 7 -(r t -e) x‘- (r,f-r i e-r J ) x* + (r t f - r 4 e + r s )x 2 - (r 4 /-r 5 e) x+r 5 f=o 

avec les deux conditioas d’e'galité, résullatil de l’annulation des coeffi- 
cients de x* el x’, 

f - r { e + r t = 0 , rj + r t e - r 4 = 0 , 

et les condì tiuns d’inègalite' 

r t >e-, r t f>r a e + rj r/ + r 5 >r 4 e; r 4 />r s e. 

On reconnait aisément que les valeurs c = 10, d. = 21, entre autres, d’où 
I*on de'duit, après les avoir introduites dans celles des r„ 

e = 2,108...; f = 17,972..., 

satisfont à toules les conditions proposdes, et fournissent l’équalion cherchèe 
<?(x) = X 7 - 6,89 X* - 30,64X 4 + 1875, 07X* - 4857,74 X + 3019,8 = 

= (.r-l) (x- 2) (x - 3) {x-l) (.T+l) (.r* + 2, mx + 47,972) =0. 

etc. etc. 

XVII. Ces exemples su ffisent pour fa ire bien comprendre l’esprit de la mé- 
thode et la marcile des opérations, et nous croyons inutile de les multi- 
|)Iier. 11$ montreut. aussi ce cju’ou aurait a faire s’il raanquait plus de deux 
termes, conse'culifs ou non, dans l’èqua tion proposée, mais en méme temps 
ils font rcssortir les difficuhés, croissantes avec le nombre des termes ab- 
sents, qu’on aurait a surnionter; car le nombre des quanlite's indétermi- 
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nees c, d; e, fi g, h-, eie.» qu’il faudrà laisser figurar dans le produit final 
de l’équation auxiliaire f(x) = o par les facteurs du second degre' a intra* 
dui re, ira lui-ménte en croissant, et la difficulté du calcul consisterà à trou- 
ver les valeursà leur altribuer, respectivement, de fagon a satisfaire, d’une part 
à la conservation des signes des coefficients restants, d’autre part a l’an- 
nulation de ceux qui doivent disparaitre, d’autre part enfin aux conditions 
de réalité ou d’imaginarité que, selon l’énoncé du problème, chacun d’eux 
doit introduire. 

Nous ne croyons donc pas devoir nous y dtendre davantage. Nous crai- 
gnons plutót le reproche d’avoir insiste' trop longuement de'ja sur un point 
qui, après tout, est élémentaire dans la the'orie des équations nume'riques. 

Notre excuse est que ce point n’a jamais été traite', du moins a notre 
connaissance ; qu’il nous paratt, par un certain cóté, re'pandre un jour non- 
veau sur la Règie des signes de Descartes; qu’enfin, ménte dans les limites 
où nous en avons circonscrit l’e'tude, la solution des difficultds qui sy 
rencontrent, et que nous développons, ne se pre'sentait peut-étre pas im- 
me'diatement. 

Paris , 7 avril <885. • 

G. De JoNQDiéRES. 


NB. Questa memoria presentata dall’ A. nella Sessione V, viene qui inserita per sollecitarne la 
pubblicazione. 
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INTORNO 

.ALLA « BIBLIOTHECA MATHEMATICA » 

DEL D. E GUSTAVO ENESTROM 

RAPPORTO 

DI B. BO IN COMPAGNI 

Dal 1882 si pubblica in Stockholm, sotto la direzione del Sig. G. Mittag- 
Leffler, in fascicoli in 4?, una raccolta intitolata « acta mathematica », 
della quale sono stati già pubblicati 4 volumi, cioè te fascicoli, ciascuno 
di tali volumi essendo composto di 4 fascicoli. 

Come appendice a questa raccolta il Sig. D. r Gustavo Enestrom ha comin- 
cialo a pubblicare, dal 18S4 in poi, una raccolta bibliografica intitolata : 
«BIBLIOTHECA mathematica », delia quale sono stati finora pubblicati 4 fascicoli 
formanti un volume intitolato « bibliotheca mathematica || herausgegeben [| von || 

» REDIGÉE || PAR || GDSTAF ENESTROM. || 1884. || STOCKHOLM j| F. & G. BE1JER. || 1884. || 

» CENTRAL-TRYCKERIET , STOCKHOLM. |] BERLIN || MAYER & MULLER. I] 38/39 FRANZOSI- 
» SCHE— STRASSE || PARIS || A. HERMANN. || 8 RUB DE LA SORBONNE.||»; del qual Volume 

ho l’onore di presentare all’Accademia da parte dell’Autore un esemplare. 

Ciascuno di questi 4 fascicoli contiene i.° un catalogo alfabetico di 
pubblicazioni relative alle scienze matematiche e fisiche, diviso in 3 sezioni, 
delle quali la prima è intitolata « werkb, abhandlungen und aufsàtze. - 
» ouvrages, Il mémoibes et notes », la seconda « referate uno recensionen. || 

» COMPTES RENDUS ET ANALYSES », la terza « BENUTZTE 8AMMELSCHRIFTEN. - RE- 

» cueils DÉpouiLLÉs. »; 2.° una nota storico— bibliografica intitolata « ver- 
» mischte notizen. — mélanges » , e firmata « G. Enestrom ». Queste note 
sono le seguenti : 

l? « Notice sur un me'moire de Chr. Goldbach, relatif a la sommation des 
» sdries, publié à Stockholm en 1718 » (col. 15, lin. . 14-35, col. is, lin. 
14-35, N° l), contenente notizie intorno ad una rarissima edizione d’uno 
scritto di Cristiano Goldbach, nato in Kònigsberg nel giorno <8 di marzo 
1690 (l), e morto nel giorno di novembre del 1764 ( 2 ), intitolata « Spe- 
» cimen methodi ad summas serierum », non menzionata dal Poggen- 

(1) BIOGRAPHISCH— MTERARISCHES || H ANDWORTERBUCH || EUR GE8CHICHTE | DER EXACTEN WISSEN- 
*CHAFTEN||eCC.||GESAMMELTllvON||». C. POGGENDORFF||eCC.||ERSTER BAND.|| A-L.||lEIPZIG, 1863. D VER- 
lag von iohann AMBROsius barth , col. 924 . lin. 39 — 49 — Allgeoieine || Deutsche Biographie.|| 
Neunter Band. || Geringsfald-Gruber. ||ecc. Q Leipxig. Il Verlag von Duncker a Humblot. || 1879, pag. 
336. lin. 17. 

(2) BIOGR APHISCH— LITER ARISCHES || H ANDWORTERBUCH || eCC. || GESAMMELT || VON || J. C. POGGEN- 

dorff ||ecc. || erster band. || a-l. || ecc. , col. 924 , lin. 39—50. — Allgemeine|| Deutsche Biogra.- 
phie. || Neunter Band. H Geringswald-Gruber, ecc., pag. 330, lin. 18 — 19. 
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dot fi (i) nellarticolo « Gold bacii, Christian » del suo dizionario bio- 
grafico in lingua tedesca. 

2 ! « Notice sur une nouvelle édition de Diofantos preparee par M. Paul 
» Tannery » (col. 47, lin. 15-38, col. 48, lin. 14-37, N°2), contenente uotizie 
intorno ad una edizione critica che il Sig. Tannery prepara, coll’appoggio 
del governo francese, degli scritti che si conservano di Diofauto, e che com- 
prènderà il testo greco di questi scritti, accompagnato i? da una traduzione 
latina del testo medesimo, fatta adoperando le notazioni moderne; 2 ! da 
un ampio comento; 3 ? dal testo greco, tuttavia inedito, degli scolii 
attribuiti a Massimo Pianude. 

3 . 0 Notice sur les versious latiriesdes elementsd f Eucl id e publiees en Suède» 
(col. 79 , lin. 5-42, col so, Uri. 5-42 N* 3 ), contenente notizie intorno 
a due traduzioni latine degli elementi di Euclide, omesse dal Sig. Vachtchen- 
ko-Zakhartcbenko in un elenco bibliografico da lui pubblicato in Kiel nel 
1880. Di queste due traduzioni, l*una dovuta a Martino Erici Gestrin, uato in 
Gefle nel giorno 16 di febbraio del 1594 ( 2 ), e morto in Upsala nel giorno 27 di 
settembre del 1G48 ( 3 ), fu data in luce in una edizione intitolata nel suo 
frontispizio u Martini E. Gestrinii | in [| geometria* Euclidìs Q Demonstra- 
» tioiium [| libri sex. In quibus Geometria planorum traditur, & brevibus 
» Notis perspicuè j| explicatur. Impensis & sumptihus Autboris , |J upsa- 
» Liit, Excudebat i£schillus Mattili#, Academiae Typog. f| anno crristi | 
» cb.bc. xxxVlI. » ( 4 ); l’altra dovuta a Samuele Klingenstjerna, nato in Tol- 
lefors presso Liukjoping nel giorno 18 di agosto 1698 ( 5 ), e morto in Stockholm 
nel giorno 26 di ottobre 1765 (6), c intitolata « Euglidis || elementorum [| libri 

» SEX PRIORES II UNA CUM || UNDECIMO || ET || DUODECIMO. || LJpSALI.€,TypÌs Vidu# 

» b. Hòjeri », senz f anno, ma stampata circa il 1741 (7). 


(1) BlOGHAPHlSCH L1TF.RARIS .UES |! H\NDWÒRTERBUCH || CCC. || GFSAMMELT R VON U J. C. POGGEN- 

dorff || ecc. || er8TK.ii band. || a.-l. Il ecc., col. 924. lin. 39— n9, col. 925. liti. 1 — 3. 

(2) BI<:G R APHI SCH-L1TE K ARISCHES (I U AN DWOHTERBUCH || eCC. || GEAAMMELl [| VON || J . C. POGGE»- 
DORFF || CCC. || ERSTF.R BAND. || A-L. U < CC-, COI. 889, lin. S — 10. 

(3) BIOGRAPIIISCH-I.ITERAJ'.ISCHES I! H AN DWÒRTERB UCH (J èCC. || Gl SAMMELT || VON U J. C. POGGEN- 
DORFF |! CCC. Il EKSTER BAND. || A-L. || «*CC. , COI. 8S9 , liti. «-—11. 

(4) bibliotheca mathematica, ecc , n* 3, col. 79, lin. 25—31. — In una rislampa di questo 
frontispizio, citala dal Sig. Enestròin (bibi.iothec \ mathematica, ecc.. col. 79, lin. 37— 42 , col. 
80, lin. 4 — 8 j in vece di « ciò toc xxxVIl », trovasi (bihliothkca mathematica, ecc. . col. 80, 
lin. 5) « ciò. toc. xxxxll ». 

(5) BIOGRU U SCH-LI TEMAUISCUES |j H WDVVORTERBUCH || CCC. j| GESAMv.ELT |) SO N |] J . C. POGGE»* 
DO UFF || CCC. || FRSTER BAND. |l A~L. || CCC., Col. 1272, liti. 33 — 45. 

(6) Forlseljimg un i fcrganzungen II zu II Christian lìottlieh Jochers || allgcmeinem fl Gelehrtcp// 
Lexiko | woriu \\ die Scili iftsicller aller Slande nach ihren vomì limateli Lebrnsuinslanden H und Scbrif* 
leu besebriebeu werden. U Angcfangen von II Johann Christoph Adelung II und vom R Buchstabe» K 
forlgeseljl | vun II Heinrich Wilhelm Kotermiind, Il Paslor nu der Doinkirche zu Brenien. R Drìlter 
Band. || Delmc nhorsi. || gedruckt bey Georg JftnQcn. || 1810, col. 504, lin. 23 — 49. — biogbaphisch- 
M I KRAKISCJIES U H ANDWÒR I E Ufi UCH || C*CC. || GESAMMELT || VON () J. 0. || POGGENDORFF U CCC. |l LESTE* 
BAND. Il A“C. , ecc., col. 1272, lin. 33—46. 

(7) bibi.iothec a mathfmatica , ecc., n" 3, col, 80, lin. 14 — 32. 
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4? « Noticc sur les premières tables de logaritliraes publiees en Suède » (col. 
124, liti. 24— 45, col. 1 * 2 , lin. 24— 45, col. 123—124, N° 4), contenente una recen- 
sione di una memoria del Sig. Prof. David Bierens de Haan intitolata Tweede 
Ontverp eener nnamlijst vari logarithmentafels , pubblicata nel i«75 nel to- 
mo u dei Verliandlingen der Akademic v a n W e t e n s c li a p p e n 
di Amsterdam, nella quale si da un elenco delle tavole di logaritmi venute 
in luce del 1614 al 1874. In questo elenco il Sig. Bierens de Haau men- 
ziona io tavole di logaritmi stampate in Svezia dal 1763 in poi. (i) 

Il Sig. Enestròm avverte (r) per altro che le prime tavole di logaritmi 
stampate io Isvezia furono pubblicate nel 1693 da Pietro Elvius, nato in Da- 
tarne nel giorno 24 di settembre del i$60 ( 2 ), e morto in Upsala nel giorno 
13 di gennaio del 1718 ( 3 ) in una edizione intitolata: « Tabula |j Compendiosa 
» Logaritlunorum [| sinuum |j Ad quadrantis gradus, eorumq; partes decimas, (j 
» Nec non || numerorum abso-|[lutorum ab unitale ad 1000, jj Edita a P. E. || 
» (Jpsaliae 1698 ». 

I 4 fascicoli finora pubblicati delia delta « bibliotheca mathematica » con- 
tengono una indicazione di 918 scritti pubblicati in 12 lingue, cioè 325 in 
francese, 315 in tedesco, tot in inglese, 79 in italiano, 36 in lingue scan- 
dinave, 27 in russo, 16 in neerlandese, 6 in spagnuolo, 4 in latino ed in 
greco, 4 in portoghese, 1 in polacco ed t in boemo. 

Quindi è certo che continuandosi la pubblicazione di questa importante 
raccolta, essa gioverà molto a far conoscere i lavori che si danno in luce 
intorno alle scienze matematiche e fisiche. 

B. Boncompagni. 


(1) BIBLIOTHECA MATHEMATICA || eCC., N* 4, Col. 121, 1ÌH. 32—35. 

(2) BIBLIOTHECA MATHEMATICA D eCC., N* 4, COI. 121, lin. 36 — 40. 

(3) BIOGRAPHISCH-LITERARISCHES | HANDWÒRTERBOCH || eCC. | GE8AMMELT II VON 1 . C. POGGE!* - 

dorff || ecc. || ersteh band. || a-l. D ecc. , col. 661, lin. 43—46. 

(4) BIOGRAPHISCH-LITERARISCHES || HANDWORTERBCCH | PCC. Q GESAMMELT II VON D I. C. POGGEN- 
DORFF || eCC. | ERSTER BAND. || A-L. || eCC. , Col. 661 , Un. 43—47. 
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BRANO DI LETTERA INDIRIZZATA DAL PROF. GIOVANNI LUVINI 

A B. BONCOMPAGNI 
in data di « Torino 5 Gennaio 1885. a 


« Le ho spedito per la posta due o tre giorni fa le due copie de'miei 
Sette Studi annunziatele nella mia del 29 scorso Xbre. Questi miei studi 
furono tutti, meno l’ultimo, redatti e pubblicati per la prima volta nel 1884; 
anzi il seoondo ed il sesto non furono mai pubblicati prima d’ora. 

» Nel primo, sullo stato sferoidale, io ho dimostrato sperimentalmente prima 
e razionalmente poi, che la temperatura dei liquidi sferoidali h poco diffe- 
rente da quella della loro ebollizione corrispondente alla pressione attuale. 
Con questo principio, nuovo nella scienza, riuscii a far gelare l’acqua nel- 
l’etere sferoidale io un vaso ardente nel vuoto. Cercai di dilucidare alcuni 
punti oscuri della storia relativa a questo stato, e feci conoscere il curioso 
fenomeno delle bolle soffiate sui liquidi sferoidali e sullo stesso etere 
infiammato. 

» Nel secondo, sulle esplosioni delle caldaie, ho citato i principali speri- 
menti dei fisici intorno all’ebollizione ed al surriscaldamento dell’acqua, 
e specialmente quelli di Bellani, pubblicati fin dal 1809 nel Giornale di Fi- 
sica di Pavia ed intieramente dimenticati da tutti i dotti, in causa della 
poca o nessuna pubblicità che venne data a quel giornale, di cui non ho 
potuto trovare copia a Torino, ed ho dovuto servirmi dell’analisi che fece 
del lavoro di Bellani il Belli nel suo Corso elementare di Fisica speri- 
mentale. Descrivo i rimedi prima d’ora proposti dai fisici per evitare le esplo- 
sioni dovute al surriscaldamento, e ne aggiungo uno mio intieramente nuovo. 

» Nel terzo, sulle trombe atmosferiche, riferisco le osservazioni di Spal- 
lanzani sulle trombe in genere e sui vortici aerei al di sopra delle nubi 
temporalesche; faccio conoscere la teoria di Franklin delle trombe, come 
pure quella dei venti per aspirazione, e la polemica ch’egli ha avuto con 
Perkins e con Colden, i quali dimostrarono contro Franklin che le trombe 
non sono ascendenti, come questi voleva, ma discendenti. Riporto le rifles- 
sioni fatte intorno a queste mie ricerche storiche dal signor Faye nei Comptes 
Rendus dell’Accad. delle Se. di Parigi (Seduta del 18 feb. 1884). In esse 
l’illustre accademico spiega in modo evidente l'inammissibilità dei venti d’a- 
spirazione e la causa che trasse Franklin in errore. 
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» Nel quarto, sopra un modo di formazione della grandine-, faccio dipen- 
dere la formazione di questa meteora dallo stato sferoidale delle gocce 
acquee sospese nell’aria e colpite dal fulmine. Chi ha ben capito la teoria 
dello stato sferoidale, che io ho dato nel 1° Sludio, ammetterà facilmente 
la ragionevolezza di questo modo di formazione. 

» Nel quinto, sull’elettricità dell’aria, ecc., do una teoria intieramente 
nuova dell’elettrizzazione dell’aria, delle nubi temporalesche e delle ceneri 
vulcaniche, fondata sull’esperienze di Faraday e sulle osservazioni di queste 
meteore. Tale elettricità e generata dallo strofinio deU’aria umida coi ghiac- 
cinoli che sempre si trovano nelle regioni elevate dell’atmosfera, o colle 
ceneri lanciate dai vulcani. Dimostro che Paria umida e le nubi non sono 
conduttori elettrici, che i temporali nascono dalla discesa dei ghiacciuoli 
freddissimi trascinati dai vortici discendenti nei cumuli di vapóri sotto- 
stanti. Il fulmine solca in tutti i sensi la nube temporalesca senza uscirne, 
e non si slancia da una nube su di un’altra o da una nube sulla terra , 
senza circostanze particolari. 

» Nel sesto, sulla rifrazione atmosferica laterale, dopo di aver richiamato 
alla memoria tre miei lavori precedenti relativi alle osservazioni della ri- 
frazione atmosferica col dieteroscopio , strumento che io proposi per questo 
scopo, riferisco alcune considerazioni fatte da illustri scienziati intorno al mio 
metodo, e le faccio seguire da alcune mie riflessioni e risposte. Quindi espongo 
i risultati delle mie osservazioni dieteroscopiche, dalle quali risulta un effetto 
evidente di rifrazione laterale periodica diurna, e spiego la causa princi- 
pale delle variazioni della rifrazione atmosferica presso l’orizzonte. 

» Il settimo studio, riferibile all’adesione tra solidi e liquidi, è di data 
anteriore ai precedenti, essendo stato pubblicato la prima volta negli Atti 
delPAccad. delle Se. di Torino del 1870 . Esso contiene una proposizione, 
dimostrata per la prima volta sperimentalmente, relativa alla resistenza che 
incontrano i solidi nello scorrimento sulla superficie o nell’interno dei li- 
quidi. Plateau, facendo oscillare un ago magnetico, prima colla faccia infe- 
riore in contatto coll’acqua, e poi tutto immerso in questa, fu meravigliato 
di trovare la durata d’oscillazione più corta nel secondo caso che non nel 
primo. Egualmente l’ago oscilla più lentamente sulla glicerina e su diversi 
altri liquidi, che non nel loro interno. Coll’alcool invece, coll’olio d’oliva, ecc., 
avviene l’opposto. Le mie sperienze hanno fatto vedere che la resistenza in 
quistione va distinta in due specie: superficiale e lineare ; se il corpo oscil- 
lante è tutto nell’interno del liquido, si manifesta la sola resistenza super- 
ficiale; se invece si appoggia sulla faccia del liquido, essa è superficiale 
insieme e lineare, colla quale distinzione si spiegano in modo naturalissimo 
risultati in apparenza contradditorii. » 
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COMUNICAZIONI 


Fogli.m, P. G. - Presentazione di una sua nota : 

Il P. Giacomo Foglini presentò una sua nota sopra l’applicazione delle 
coordinale omogenee alla Geometria superiore, in continuazione e comple- 
mento di un’altra somigliante nota già pubblicata e ristretta alle sole linee 
del primo e del secondo ordine. Questa nota trovasi inserita nel Voi. I 
delle Memorie. 

De Rossi, Prof. M. S. - Sugli odierni terremoti di Spagna : 

Il Prof. M. S. De Rossi fu pregato dai presenti a prender la parola per 
dare notizie scientifiche sugli odierni disastri sismici, che funestano la 
Spagna meridionale. Egli, rispondendo al gentile invito, dichiarò esser dif- 
fìcile formolare giudizi precisi ed analizzare i fatti del grandioso fenomeno, 
perchè mancano tuttora i sufficienti ragguagli scientifici. Il R. Governo 
Spagnolo ha uomiuato una Commissione di geologi per lo studio del fe- 
nomeno; e questa si è gi'a rivolta al riferente per ciò che riguarda la or- 
ganizzazione delle osservazioni ; crede perciò.il riferente che si debba at- 
tendere il lavoro della detta Commissione, prima di voler addentrarsi nel- 
l’analisi di un fenomeno sismico tanto straordinario. Ciò posto il riferente 
passò in breve disamina lutto ciò che poteva raccogliersi dalle notizie finora 
sparse nei giornali e nei cenni doti da qualche scienziato all'Accademia di 
Parigi. Mostrò sulla carta geologica della Spagna compilata dal De Ver- 
neuil e Collorab la ?ona urtata, additando come ad evidenza il radiante 
sismico odierno coincida con una grande linea di frattura nella zona co- 
perta dai terreni terziari pliocenici e miocenici. La detta zona non manca 
di qualche centro vulcanico e di affioramenti di rocce eruttive ed eviden- 
temente si prolunga nelle isole Baleari, come giustamente fu già notato al- 
l’Accademia di Parigi, Il riferente aggiunse non essere senza importanza il 
notare che il prolungamento del radiante sismico suddetto dopo le isole 
Baleari, passando per lo stretto fra la Sardegna e la Corsica, si dirige sul- 
l’Italia centrale fra il Lazio c l’Umbria e gli Abbruzzi e le Marche. Ora 
è evidente specialmente dagli studi pobblicati dal Galli sulle osservazioni 
da lui fatti nelI’Osserva torio di Velletri e da altri dati, che appunto questa 
regione dell’ Italia ha maggiormente corrisposto per l’agitazione sismica col 
periodo degli scuotimenti che avvengono nella Spagna. Il terremoto prin- 
cipale della sera del 25 Dicembre fu registrato dagli strumenti, massime di 
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Velletri e di Roma ed anche di Moncalieri. Aggiunse inoltre esser notevole 
una simile corrispondenza di periodo sismico fra le ( medesime regioni del 
Lazio e della Spagna meridionale essere avvenuta in un modo manifesto in 
questo medesimo secolo nel 1829 , allorché il vulcano laziale nella regione 
specialmente di Albano si scosse fortemente e lungamente minacciando 
qualche disastro, che fortunatamente si limitò a sole lesioni nei fabbricati. 
Anche ai nostri giorni dopo sorti i nuovi studi sismologici in Italia dal 
1873 in poi, si è più volte verificata una simile coincidenza in periodi si- 
smici, quantunque di minima importanza. Chiamò pure l'attenzione degli 
adunati sulle evidenti relazioni fra i terremoti, che fin dal Novembre agi- 
tarono ripetutamente lè Alpi Cozie, e questi disastrosi di Spagna.. Dal tutto 
insieme conchiuse che nella odierna recrudescenza generale dei fenomeni 
sismici vieppiù si conferma ciò che altra volta ha egli dimostrato, esser 
cioè tutto il bacino del Mediterraneo collegato in un sistema di azioni en- 
dogene aventi fra loro mutue influenze, le cui leggi precise non potranno 
essere scoperte che in progresso di tempo con la moltiplicazione delle os- 
servazioni geodinamiche. 

Lais, P. G. - Presentanone di opuscoli : 

Il eh. P. Giuseppe Lais presentò da parte del Prof. Domenico Ragona 
socio corrispondente un opuscolo del medesimo intitolato : « Sulla pioggia 
in montagna » diè un cenno del contenuto, facendone rilevare la novità e 
l'importanza delle conclusioni, alle quali l'autore è pervenuto. Presentò 
inoltre un suo opuscolo col titolo : « La luce crepuscolare dell'anno 1884 ». 

Bonetti, Prof. F. — Presentanone di una sua nota : 

Il eh. Sig. D. Filippo Bonetti presentò una sua Nota a stampa col ti- 
tolo : « Ricerche sperimentali sulla variazione della densità dell'acqua tra 
o° e io 0 . ». 

D. B. Boncompagni — Presentazione di pubblicazioni : 

D. B. Boucompagni presenta, da parte del Sig. Prof. Giovanni Luvini, un 
esemplare di ciascuna delle pubblicazioni seguenti: sept études |J sur [| 1° 
L’état sphéroidal ; | 2° Les explosious des machines à vapeur; || 3° Les 
trombes; || 4° La gréle; || 5° L’e'lectricite atmosphérique; || 6° La réfraction 
laterale ; || 7? L’adhdsion eutre les liquides et les solides; (| en doublé ori- 
ginai, fran^ais et italien j| Par l’Ingenieur Jean luvini |j Professeur de phy- 
sique à Turin. fl turin || ihprimerie roux et favale. fl 1884. — sette studi||sopra|| 
i* Lo stato sferoidale; (j 2® Le esplosioni delle macchine a vapore; || 3° Le 
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trombe; || 4° La grandine; || 5° L’elettricità atmosferica; || 6° La rifrazione 
laterale; || 7* L’adesionp tra solidi e liquidi; || in doppio originale italiano 
e francese |] Per l’ingegnere Giovanni luvini || Professore di Fisica a Torino. || 

TORINO || TIPOGRAFIA ROUX E FAVALE || 1874. 

01 || UN NUOVO STRUMENTO METE0R0L0GIC0-GE0DETIC0-ASTR0N0M1C0 || IL DIETERO- 
SCOPIO || DI || GIOVANNI LUVINI || PROFESSORE 01 FISICA NELLA R. ACCADEMIA MILITARE |) 
STAMPERIA REALE DI TORINO || DI G. B. PARAVIA E C. || 1874. 

DEL || D1ETER0SC0P10 || SECONDA COMUNICAZIONE [| DI || GIOVANNI LUVINI || PROFES- 
SORE DI FISICA || NELLA R. ACCADEMIA MILITARE || STAMPERIA REALE DI TORINO Q 01 
G. B. PARAVIA E C. 1874. 

PRESENTAZIONE |j DI UN || MODELLO DI DIETEROSCOPIO || ad USO || DELLE SCUOLE 01 
FISICA E DI GEODESIA || DESCRIZIONE ED APPLICAZIONE DEL MEDESIMO |j TERZA COMU- 
NICAZIONE || DI |j GIOVANNI LUVINI || PROFESSORE DI FISICA ALL’ACCADEMIA MILITARE DI 
TORINO || STAMPERIA REALE DI TORINO || DI G. B. PARAVIA E CONP. 1876. 

Presenta anche un esemplare dei fascicoli di Gennaio, Febbraio, Marzo 
e Aprile del bulleitino dì bibliografia e di storia delle scienze matemati- 
che E FISICHE. 

De Rossi, Prof. M. S. - Presentazione di un opuscolo : 

11 Segretario presenta da parte del socio corrispondente Sig. E. De Jon- 
quières una sua nota a stampa intitolata : « Sur la règie de Newton 
(i démontrée par M. Sylvestei) pour trouver le nombre des racines ima- 
ginaires des équations numeriques ». 

COMUNICAZIONI DEL SEGRETARIO 

1. Lettera del socio corrispondente Prof. G. Meneghini in ringraziamento 
degli augurii a lui fatti dal Corpo accademico in occasione del suo cin- 
quantesimo anniversario d’insegnamento. 

2. Lettera del Sig. A. d’ Abhadie in ringraziamento per la nomina a 
socio corrispondente. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE • 

Ordinari: Conte Ab. Francesco Castracane, Presidente. — P. G. Foglini. - 

Prof. M. Azzarelli. — P. G. Lais. — P. F. S. Provenzali. — Prof. G. 

Tuccimei. - D. B. Boncompagni. 

Aggiunti: March. L. Fonti. — Prof. D. F. Bonetti. 

L’Accademia apertasi legalmente alle ore 2 ‘/i p- venne chiusa alle 4 l /,p. 
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OPERE VENUTE IN DONO 

1. Atti della R. Accademia dei Lincei. — A. CCLXXXII, 1884 — 85, — Serie IV — Rendiconti — 
Voi. I. — Fase, i , 2, 3. — Roma, 1884, in-4? 

2. Atti del R. Istituto Veneto di scienze , lettere ed arti. — T. II. — Serie VI. — disp. 10. 
Venezia, 1883—84, in-8? 

3. BACHMETIEFF (B. E.) — Meteorologische Beobachtugen , etc-> Moskau, 1884. In-4.° 

4. BOCCALI (G.) — Doppio cubo ed altre nuove scoperte geometriche in una semplire spirale 
poligona . Camerino, 1884. In-8.° 

5. BONETTI (F.) — Ricerche sperimentali sulla variazione di densità dell'acqua tra 0° e 10°. 
(Estratto dal Voi. Vili, Serie 3% Transunti della R. Accad. dei Lincei). 

6. Bullettin de la Società imperiale des Naturalistes de Moscou. — A. 1883. — n- 4. — Mo- 
scou, 1884. In-8® 

7. Crònica cientifica . — A. VII. N. 162. — Barcelona, 1884. In-8.° 

8. DE JONQUIÈRES. — Sur la règie de Newton (démontrée par M. Sylvester), pour trouver 
le nombre des racines imaginaires des équations numériques (Extrait des Comptes rendus 
des séances de TAcadémie de Sciences, T. XC1X, séances des 14, 21 eft 28 juillet 1884). 
Paris 1884. In-4.° 

9. ENESTROM (G.) — Bibliotheca Mathematica . 1884. Stockholm, 1884, In-4.° 

10. Journal de la société physico-chimique russe. — T. XVI. — n" 9. — St. Pélersbourg, 

1884, in-8° 

11 La Civiltà Cattolica. — A. XXXVI, Serie XII, Voi. IX. — quad. 829, 830. — Firenze, 

1885, in-8.° 

12. LAIS (P. G.) — La luce crepuscolare dell'anno 1884. — Napoli, 1884. In-16.° 

13. LUVINl (G.) — Sette studi , ecc. 9 — Torino, 1884. In-8°. 

14. Di un nuovo strumento meteorologico-geodetico-astronomico II Diete roscopio. — 

Torino, 1874. In-8-° 

15. — Del Dieter oscopio. — Seconda Comunicazione. — Torino, 1874. In-8.° 

16 . Presentazione di un modello di Dieleroscopio. — Terza Comunicazione. — Torino, 

1876. In-8.° 

17. RAGONA (D.) — Sulla pioggia in montagna. — Modena, 1884. In-8° p.° 

18. Polybiblion. — Revue bibliographique universelle. — Partie littéraire. — Décembre 1884. 

19. Partie technique. — Décembre 1884. — Paris, 1884, in-8- 

20. TRAVAGLISI (T.) — Il sacro volume biblico tradotto e commentato secondo la mente della 
Chiesa Cattolica. — Vasto, 1884. In-4.° 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’ NUO VI LIN CEI 

SESSIONE III* DEL fi FEBBRAIO 1885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELMINELLI 


MEMORE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


ALCUNE RIFLESSIONI SULL’AZIONE L1TONTR1TICA 
DELL’ACQUA DI FIUGGI. 

NOTA 

DEL PROF. AUGUSTO STATUTI 

Dopo l’ultima mia memoria sull’acqua Anticolana .di Fiuggi ( 1 ) l’egregio 
Cav. D. r G. Morfiuo che da molti anni disimpegna con generale soddisfazione 
la condotta Medico-Chirurgica di quel Comune, pubblicava neirAprile 1884 
pei tipi dello Sgariglia in Foligno una sua erudita ed interessante mono- 
grafìa sopra quell’acqua salutare. 

D’appresso questa pubblicazione la Civiltà Cattolica nel suo fascicolo 
N. 846 del 19 Settembre 1835 sotto la rubrica « Scienze Naturali » dedicava 
un suo lungo e forbito articolo a quest’acqua, commendandone le sue virtù 
antilitiache contro i mali di pietra e di renelle , e dopo aver esposto alcuni 
giusti criteri sulla differenza, che deve necessariamente intercedere nell’azione 
in genere delle acque minerali all* interno od all'esterno dell’organismo, citava 
altresì alcuni esperimenti fatti dal sullod. Prof, sopra la solubilità dei cal- 
li) Di alcune recenti esperienze sull’acqua antilitiaca di Anticoli (Campagna) denominata di 
Fiuggi. Memoria presentata e letta nella Sessione II del 20 Gennaio 1884 dell'Accademia Pon- 
tificia dei nuovi Lincei. 
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coli di acido urico e di ossalato di calce immersi nella sud. acqua allo stato 
naturale, aggiungendo che nessun altra acqua che si conosca possiede 
egual proprietà (contro i detti mali) se non quella tanto rinomata di Pìchy 
e forse cotesta nostra su fiera di lunga mano la sua emula ». 

Nel Decembre dell’anno decorso la prelodata Civiltà Cattolica nel suo 
quaderno Num° 852 tornò ad intrattenersi di quest’acqua per informare i 
suoi lettori, che pur accordando piena fede all’operato del Morfino, esseudosi 
essa (forse taluno dei suoi redattori o collaboratori) provata di ripetere 
l’esperimento eseguito dal med.° col tenere immerso per la durata di trenta 
giorni un calcolo di ossalato di calce in un piccolo vaso contenente dell’acqua 
di Fiuggi, non ne ebbe in sostanza verun risultato, laddove avendo lasciato 
immerso per altrettanto tempo un simil calcolo di ossalato nell’acqua mefitica 
di Collalli, Io trovò completamente disciolto. 

In presenza di questa comunicazione che a primo aspetto tenderebbe ad 
infirmare l’importanza di quella virtù dissolvente che è stata ripetutamente 
osservata nell'acqua di Fiuggi, nell' interesse unicamente della scienza mi 
permetto di far seguito al suindicato articolo con alcune brevi considerazioni. 

E pria d’ogni altro devo confessare di non aver saputo veramente com- 
prendere a quale scopo la rispettabile Direzione del succitato periodico abbia 
inteso rendere di pubblica ragione quel suo esperimento, ritenuto, per quanto 
almeno può arguirsi dui contesto del suddetto articolo, che essa medesima 
sia ben altro che sicura dell’esattezza del suo operato, come si rileva dal 
periodo seguente: «.Non ci fermiamo a ' discutere su questa esperienza, 

» nè abbiamo intenzione di ripeterla con tutto l’apparato di misure e di 
» riscontri NECESSARI a chi vuol sciogliere definitivamente una questione ». 

Ma allora a che prò pubblicare il risultato di un esperimento eseguito 
in condizioni tali che lungi dal contribuire ad un definitivo scioglimento 
della questione tendono invece ad intralciarla maggiormente? A che prò in- 
sinuare oggi iu certo qual modo e sia pure indirettamente una tal qual dif- 
fidenza sull’operosità dell’acqua di Fiuggi dopo averla uel precedente fascicolo 
Num! 846 del Settembre 1885 encomiata e consigliata come un farmaco salutare? 

Ma ciò che vi è di più rimarchevole nella succitata comunicazione della 
Civiltà Cattolica si è che mentre essa assicura di aver verificato una note- 
vole diminuzione in un calcolo di ossalato di calce sottoposto all’azione del- 
l’acqua naturale di Collalli, per converso il Prof. Cav. Gioachino Taddei 
che analizzò ed illustrò scientificamente quest’acqua minerale con una sua 
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dettagliata memoria pubblicata nel 1864 (l), mentre la proclama efficacissima 
nelle concrezioni di acido urico le niega assolutamente ogni virtù medica- 
mentosa appunto sui calcoli di ossalato di Calce ! 

Ecco infatti come si esprime in proposito il menzionato Prof. Taddei. 

« Egli è qui d’avvertirsi che se io pronosticava come litontrittica l’acqua 
» di Collalli, ciò faceva razionalmente in sequela del carbonato di soda che 
» per l’analisi vi aveva rinvenuto, ed in riflesso dell’azione che esercitano 
» gli alcali fìssi solubili o i loro carbonati sull’acido urico che nell’economia 
» animale s’ingenera. 

» Con che io veglio esprimere non doversi la qualificazione di autical- 
» colosa, da me data all’acqua in questione, riferire alle concrezioni in ge- 
» nere delle vie orinarie, ma solo limitare a quelle formate da acido urico 
» o da urati, le quali sono le più frequenti. Onde è che se l'acqua di che 
» si tratta riesce proficua nella renella e nei calcoli negli individui che 
» vanno soggetti alla diatesi urica, non più razionalmente sarebbe da ri- 
» tenersi e preconizzarsi come giovevole, quando le concrezioni anzidelte, 
» prodottesi nella pelvi dei reni, negli ureteri od iu vescica fossero costi- 
» tu ite, come talvolta lo sono, da fosfato di calce, da ossalato calcareo o 
» da fosfato doppio d’ossido di ammonio e di magnesia. » 

Dopo quest’esplicita dichiarazione del nominato Prof. Taddei i cui studi 
speciali sopra la detta acqua formano tuttora per dir cosi il fondamento e 
la base delle cure che con essa si eseguiscono nelle malattie delle vie ori- 
narie, e dopo il fatto dei medesimi proprietari della ridetta acqua, i quali 
negli schiarimenti a stampa con cui sogliono accompagnare le loro bottiglie, 
si limitano a proclamarla d’impareggiabile utilità nelle renelle e calcoli 
formati di acido urico , la benemerita Civiltà Cattolica mi accorderà, lo 
spero, che alla mia volta anch’io mi limiti per lo meno a fare le più ampie 
riserve sull’attendibilità delle sue esperienze, alle quali del resto, come già 
dissi di sopra, essa medesima non sembra attaccare una seria importanza. 

Vero è che il nominato Periodico a porre iu certo modo in accordo il 
risultato negativo del suo esperimento fatto coll’acqua di Fiuggi sopra un 
calcolo di ossalato di calce con quello positivo ottenuto dal Dolt. Morfiuo 
sopra una simile materia, ( 2 ) nel chiudere il suo articolo del Dicembre 1885 

(1) Acqua mefitico-alcaliua di Collalli illustrata dall’esposizione dell’analisi chimica del Cav. 
Prof. Gioachino Taddei e dall'indicazione delle sue principali proprietà mediche. Firenze, Tip. 
Birindelli 1864. 

(2) È bene a sapersi che mentre l’acqua di Collalli che allo stato naturale, secondo che ci 
ha informati la Civiltà Cattolica, sarebbe in grado di sciogliere i calcoli di ossalato contro l’au- 
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N? 852 ricorse dubitativamente al caso della diversa efficacia che ha uri acqua 
minerale attinta di fresco dalla sorgente o trasportata lungi da essa e 
tenuta in serbo ; ed è appunto questo concetto che io credo qui opportuno 
di chiarire convenientemente. 

Innanzi tutto però devo premettere che io non ho, nè posso avere, mo- 
tivo alcuno per denigrare le virtù terapeutiche dell’acqua di Collalli che io 
stesso anzi citai in una mia precedente memoria (i) tra le acque minerali 
indicate per la cura delle affezioni calcolose; dappoiché secondo che già 
dissi altra volta in proposito della tanto decantata acqua anticalcolosa di 
Evian nello Sciablese (2), non fu nè è mio intendimento, (nè tampoco può 
essere della mia, competenza), d’istituire raffronti sulla maggiore efficacia di 
una o di altra acqua litontritica. 

In secondo luogo poi desidero altresì sia ben inteso, che quantunque 
Tesperìmento sulla solubilità dell’ossalato di calce immerso in una limitata 
quantità d'acqua naturale di Fiuggi sia stato eseguito dal Dott. Morfino 
senza veruna mia cooperazione od ingerenza (3) tuttavia conoscendo la somma 
perizia e quel che più monta la non comune onestà del sullodato dottore, 
io credo non possa esservi alcuna ragione speciale per impugnarne i ri- 
sultati; opinione che d’altronde sembrami in sostanza divisa anche dalla 
stessa Civiltà Cattolica. 

Ciò premesso e ritenuto, come è notissimo, che l’acqua alcalina di Fiuggi 
essendo affatto limpida, senza verun sapore ed odore particolare, si può 


torità in certo modo del Prof. Taddei, il quale come ho già detto, le ricusa qualsiasi azione 
sulle malattie dipendenti dai detti calcoli; per converso il Prof. Scalzi ritiene che l'Acqua di 
Fiuggi possa avere una efficacia medicamentosa anche sui calcoli ossalici , i quali appunto a pa- 
rere della nominata Civiltà Cattolica , non sarebbero affatto attaccati dalla ridetta acqua allo 
stato naturale. 

(1) Nuove osservazioni sulle sorgenti dell'acqua antilitiaca di Anticoli (Campagna) denominata 
di Fiuggi. Roma, 1833. 

(2) Memoria citata nella nota Num. i. 

(3) Ho detto che l'esperimento sulla solubilità dei calcoli di ossalato immersi in piccola 
quantità di acqua fu eseguito esclusivamente dal Morfino, che nè dette ragguaglio nella citata sua 
opera a pag. 16; ma giova avvertire che il fatto della facoltà dissolvente di cui è dotata questa 
acqua anche sopra simili concrezioni era stato già in precedenza ampiamente constatato all'ap- 
poggio di altre formali e rigorose esperienze eseguite peraltro sulle stesse scaturigini. Ma poi- 
ché le condizioni di questi esperimenti fatti alle sorgenti, sia per la durata dell' immersione 
dei solidi, sia per la diversa quantità del liquido usato, evidentemente non furono identiche con 
quelle deH’esperimenlo fatto dal Morfino (ripetuto recentemente dalla Civiltà Cattolica) non sa* 
rebbe stato del caso d'invocare qui le risultanze dei primi a comprova di quelle dei secondi: 
lo che peraltro non esclude che indipendentemente anche da questi ultimi esperimenti possa ri- 
tenersi ormai come accertato che Vacqua di Fiuggi può esercitare allo stato naturale un* azione 
fondente anche sugli ossalati. 
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facilmente confondere con qualsiasi altra acqua comune potabile purché di 
buona qualità, parmi non sarebbe fuor di luogo nel caso il dubitare che 
la supposta acqua di Fiuggi, di cui si valse la Civiltà Cattolica per porvi 
in immersione il calcolo di ossalato, invece di essere proveniente da quella 
sorgente, fosse stata invece un’acqua comune qualsiasi od anche, se cosi 
vogliasi, un’acqua di Fiuggi diluita alla potenza con altra acqua 

ordinaria ! 

Non intendo con ciò di spargere il benché minimo dubbio sulla genuinità 
dell’acqua di Fiuggi che si trova in commercio nei diversi depositi esistenti 
in varie città d’Italia, alcuni fra i quali mi consta che se ne provvedono 
direttamente e come suol dirsi di prima mano, facendola attiugere alla stessa 
sorgente; purnondimeno trattandosi di dover ragionare sopra un esperimento 
eseguito con una data acqua, sembrami che anzi tutto si possa e si debba 
esigere una piena sicurezza sulla provenienza della medesima dalla sorgeutc 
da cui prende il nome. Ma ammesso pure che l’acqua usata neU’esperimeuto 
fatto (forse a Firenze ?) dalla Civiltà Cattolica fosse realmente acqua natu- 
rale di Fiuggi, ed ammesso altresì che la concrezione di ossalato in essa 
trattenuta per parecchi giorni, non abbia presentato alcun segno di dimi- 
nuzione, come per contrario ebbe ad osservarlo il dottor Morfino usando 
sopra luogo ossia in Anticoli stesso la medesima acqua, egli é evidente che 
per conciliare questi due fatti solo in apparenza contradittori non potrebbe 
ricorrersi, per quanto almeno io ne penso, ad altra soluzione plausibile che 
non fosse quella di accettare, come una realtà positiva, quanto la Civiltà 
Cattolica accennò meramente in via di dubbio e cioè che l’azione spiegata 
dall’acqua di Fiuggi sulle concrezioni calcolose debba ritenersi tanto più 
energica, quanto più l’acqua è di fresca provenienza, ossia quanto più di 
recente è stata attinta dal luogo in cui scaturisce. Ora, in quanto a me, 
non esito dichiarare che per molte ragioni, sulle quali mi dispenso qui d’in- 
trattenermi, io sono talmente persuaso di questo principio che non dubitai 
già asseverarlo nei miei precedenti scritti sopra quest’acqua, appoggiandomi 
a diverse autorità di valentissimi Idrologi ed in ispecie a quella del Prof. 
Ghimenti che più particolarmente si occupò della nostra acqua di Fiuggi (<). 
A queste devo ora aggiungere quella dello stesso prelodato Dott. Morfino, 
riferendomi a quanto esso saviamente volle indicato negli articoli 8° e 9° 
delle sue istruzioni terapeutiche poste in fine del ricordato suo lavoro sul- 

(1) Dell’acqua di Anticoli detta di Fiuggi. Osservazioni pratiche del Dott. Francesco Chimenti. 
Roma 1883. 
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l’acqua in parola, lavoro che come dissi in altra occasione, formò già il 
soggetto di parecchie riviste scientifiche, nelle quali fu unanimemente e me- 
ritamente commendato. 

Sono ben lungi dall’inferire da ciò che l’acqua di Fiuggi esportata che 
sia, particolarmente poi se imbottigliala e turata a dovere sopra luogo, e 
bevuta a domicilio non conservi un'efficacia singolare per la cura in ispecie 
della diatesi urica e sue manifestazioni ; dappoiché il fatto del non lieve 
aunuale consumo che se ne fa in varie città d’Italia, in Roma stessa e per- 
fino all’estero è per me una prova sicura che coloro i quali ne usano de- 
vono trovarvi per lo meno un sensibile lenimento alle loro sofferenze; pe- 
raltro non è egli roen vero che ove i suddetti malati potessero e volessero 
eseguire le loro cure sopra luogo ed a stagione opportuna ben maggiori 
sarebbero i vantaggi che potrebbero ripromettersi dall’uso di quest'acqua 
ingerita presso la sorgente medesima. 

Del resto sarebbe superfluo qui ripetere quanto più volte ho già avuto 
occasione di dichiarare, d’accordo in ciò pienamente coll’opinione della ri- 
petuta Civiltà Cattolica , con quella del M orfino e dirò pure di tutti gli scien- 
ziati e cioè che non si deve congetturare in modo assoluto daU’efTetto che 
quest’acqua produce nel suo stato naturale sopra i materiali in essa immersi 
per modo di saggio e per esperimento da gabinetto, quello che può produrre 
nel corpo umano sui calcoli orinari. Non pertanto a miglior inlelligeoza 
della questione ed affinchè questa non corra pericolo di spostarsi dal ter- 
reno su cui fu originariamente iniziata, stimo prezzo dell’opera innanzi di 
por termine a questo scritto, (motivato eventualmente dalla precitata pub- 
blicazione della Civiltà Cattolica ), di soggiungere in proposito poche altre 
riflessioni. 

Non vi è alcuno tra i medici antichi e moderni che abbiano avuto' in 
cognizione l’acqua di Anticoli, il quale, a mio credere, siasi ricusato ac- 
cordarle un singolare potere curativo in ispecie nelle malattie che ricono- 
scono il principio da una affezione calcolosa delle vie orinarie, ed il fatto 
dei moltissimi malati che fin da remoto tempo si valsero efficacemente di 
quell’acqua e che tuttora fiduciosi vi ricorrono per consiglio e suggerimento 
dei rispettivi curanti, conferma ampiamente questo mio apprezzamento. Non 
tutti i Medici però furono unanimi nel precisare o a meglio dire nell’iu- 
terpretare il modo con cui queste acque fisiologicamente agiscono nella vita 
intima del nostro organismo. Tra questi recentemente un eminente nostro 
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Prof, (i) fu di parere che l’azione antilitiaca di cui è dotata la nostra acqua 
non potesse già attribuirsi ad alcuna virtù speciale ed intrinseca della me- 
desima, ma esclusa l’idea di qualsiasi sostanza mineralizzante e dissolvente 
sostenne invece doversi ritenere che la ridetta acqua agisca in via mera- 
mente risolvente ed espulsiva. 

Benché profano alla scienza medica, tenuto conto nulladimeno di parec- 
chie osservazioni che in ripetute circostanze io stesso avea avuto occasione 
di fare sopra gli effetti di quelle acque, tale concetto a me non parve pie- 
namente attendibile. 

Si comprende di leggieri che una esatta analisi avrebbe potuto senz’altro 
sciogliere ogni dubbio in proposito; ma in difetto di questa, pensai che 
una serie di esperienze condotte colla debita precisione ed accuratezza sopra 
materiali di diversa natura immersi per più o meno tempo nella precitata 
acqua allo stato naturale, avrebbero potuto se non altro somministrare un 
po’ di luce in argomento, che è quanto dire avrebbero potuto constatare 
se queste acque in sostanza erano realmente in grado o no di spiegare, sempre 
allo stato naturale, qualche virtù chimica o dissolvente sui detti materiali. 

Ecco pertanto l’origine degli esperimenti che ebbi l’agio di eseguire sulle 
sorgenti coll’autorizzazione del Municipio di Anticoli e coll’intelligente coo- 
perazione del Dott. Morfino, di cui resi conto nelle mie precedenti memorie ( 2 ) 
ai quali poi fecero seguito quelli fatti esclusivamente dallo stesso Dott. 
Morlino, che la Civiltà Cattolica riportò nel suo quaderno Num. 840 del 3? 
Sabba to di Settembre 1885. 

Dietro le risultanze favorevoli di questi esperimenti, basandomi sopra al- 
cuni criteri di analogia che diffusamente ebbi luogo altra volta di esporre, 
per mia parte (e con me anche il Dott. Morfino) ho acquistato una ferma 
convinzione che l’acqua di Fiuggi a simiglianza di quella di Vichy e di 
altre località, possiede realmente una virtù intrinseca capace di fondere 
le concrezioni che si formano nell’apparato delle vie orinarie. Quale sia 
peraltro questo principio mineralizzatore a cui si deve tale virtù, non potrà 
essere rivelato all’infuori che da un’esatta analisi chimica: analisi che final- 
mente ho la soddisfazione di annunciare (dopo averla tante volte "suggerita 
e raccomandata!) essere ormai in corso di esecuzione, sotto l’immediatà di- 


ti) Delle acque di Anticoli e del loro vantaggio contro i calcoli orinari. Memoria del Dott. 
Francesco Scalzi, Professore di Materia medica di Terapia c d’igiene nell'Università Romana, 
Membro del Coll. Medico Chirurgico, Primario degli Ospedali di Roma. Roma 1867. 

(2) Memorie citate nelle note 1 e 3. 
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razione dell’illustre Prof. Cannizzaro nell’Istituto Chimico dell* Università 
Romana. 

In attesa peraltro della pubblicazione di questa analisi, la quale son si- 
curo gioverà sempre più a confermare il potere curativo dell’Acqua di An- 
ticoli nelle affezioni calcolose e sue congeneri, per quanto si riferisce alla 
questione scientifica a cui ho accennato di sopra, non sarà senz’interesse 
1’apprendere un’altra recente esperienza fatta dal più volte citato Dott. 
Morfino, dal quale vennemi teste gentilmente comunicata. 

Il suddetto Prof, a viemeglio ribadire il principio che l’acqua di Fiuggi, 
non h già semplicemente, come si era in contrario opinato, un acqua potabile 
tipo , molto prossima all'acqua distillata a simiglianza della quale tender 
deve a caricarsi di materiali estranei e servire in tal modo al disciogli- 
mento ed eliminazione dei principi solidi contenuti nelle vie orinarie, (i) 
ma che invece deve senza meno possedere una facoltà distinta capace di 
sciogliere direttamente le concrezioni calcolose; avuti 22 calcoletti di acido 
urico del peso complessivo di centigrammi 80 emessi tutti da poche ore da 
un tal G. A, a seguito appunto della cura di quest’acqua per uso interno, 
ne distribuì la metà del peso di centigrammi 40 di una carafa di vetro 
contenente 200 grammi di acqua di Fiuggi presa di fresco dalla sorgente, 
ed il residuo in altra carafa ripiena di egual volume di acqua distillata; 
quali carafe a vista di parecchi testimoni che presenziarono l’ operazione 
furono quindi chiuse e suggellate ermeticamente. Tutto ciò risulta da un 
apposito processo verbale, che mi fu reso ostensibile, munito della vidi- 
mazione legale dell'autorità competente. 

Trascorso appena un mese daH’immersione, previo riscontro dell’integrità 
dei sigilli, i calcoletti infusi nell’acqua distillata si verificarono appena 
sbiaditi di colore e quasi insensibilmente diminuiti di volume, mentre il 
liquido si era mantenuto presso che perfettamente chiaro; laddove per con- 
verso quelli immersi nell’acqua di Fiuggi si trovarono per la massima parte 
completamente disciolti, ad eccezione di tre ebe quantunque assai diminuiti 
presentavano ancora un certo spessore (2) ; il fondo poi di questa seconda 
carafa si notò coperto da un abbandante sedimento terroso, il quale ancorché 
lievemente agitato, comunicava all’acqua un forte intorbidamento di un 
colore carico opalescente o lattiginoso. 

(1) Scalzi memoria citata. 

(2) Probabilmente l’acqua era già saturae da ciò il residuo dei tre piccoli calcoletti parzialmente 
insoluti. 
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Questa esperienza ebbe luogo nel Giugno 1885 ed io ho avuto l’agio (i) 
di osservare personalmente le due carafine nel Gennaio p. p. il cui con- 
tenuto si trovava tuttora nelle identiche condizioni che ho sopra descritte. 
Aperta in seguito quella che racchiudeva i calcoli disciolti ne fu decantata 
interamente l’acqua e sottoposto al microscopio il residuo, si ebbe luogo 
a rilevare che questo era costituito essenzialmente da granuli di renella non 
molto corrosi, ma però completamente disgregati fra loro : e poiché come 
è noto i calcoli sono formati essenzialmente (2) dall’aggregazione dei suddetti 
granuli cementati insieme a mezzo di un muco (sia esso litogeno specifico , 
sia renale, vescicale 0 degli ureteri) capace anch’esso di acquistare col tempo 
una durezza lapidea, sembra che dall’osservazione suddetta resti constatalo 
che l’acqua di Fiuggi possiede realmente un’azione dissolvente sui calcoli, 
in quanto che ha una virtù specifica d’intenerire e sciogliere completamente 
il muco che serve di cemento alle particelle solide di cui si compongono 
i calcoli stessi. 

Ora questo modo specifico di agire dell’acqua di Fiuggi é appunto quello 
che io stesso avea indicato e sostenuto fin da parecchi anni indietro (3) e 
che molto prima di me, benché a mia insaputa, avea dato per probabile 
anche il celebre Dott. Taberlet in proposito di Evian les Bains nella sua 
scientifica illustrazione di quell’acqua minerale (4). 

Comunque peraltro ciò avvenga, lo che é a sperarsi potrà esser meglio 
chiarito, dopo che sarà completata la ridetta analisi che a quanto pare 
sarà quanto prima resa di pubblica ragione, a me basta di aver riferito 
il risultato della suindicata esperienza fatta in parità di condizioni coll’acqua 
distillata e con quella di Fiuggi, per dimostrare anco una volta contro la 
tesi contraria, che quest’acqua agisce realmente in virtù di una facoltà 
propria ed intrinseca capace non solo di risolvere ma ben anche di dis- 
solvere le concrezioni calcolose. (5) 

( i ) E con me il professore Francesco Marino Zùco, Assistente neiristituto Chimico della R. 
Università di Roma. 

(2) G. Primavera — Manuale di Chimica-Clinica — Napoli, 1873. 

Enrico Meckel — Mikrogeologie — Berlin, 1856. 

Brigelow — Recbercbes sur le calculs de la vessie — Paris. N # 212. Thése. 

(3) Vengasi « L’Acqua di Fiuggi in Anticoli di Campagna ». Studi del Cav. Giovanni Morfino 
Dottore in Medicina e Chirurgia. Foligno 1884. 

(4) Evian ses eaux minérales et leur valeur thérapeutique par le D. r Taberlet ancien deputé. 
2. m ® Edition. Nice 1883. 

(5) Questa memoria venne presentata nella sessione HI* del 21 Febbraio 1886, Anno XXXIX: 
ma essendo in ritardo la pubblicazione degli Atti, è stata inserita nel presente fascicolo a fine 
di sollecitarne la pubblicazione. 
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CONTRIBUZIONE ALLO STUDIO DELLA GEOLOGIA 
DELLE MONTAGNE MODENESI E REGGIANE 

NOTE 

DI D. G. MAZZETTI 


Intorno alla relazione del terreno di Costa de' Grassi con le Arenarie 
di S. Martino e Ranocchio . 

Costa de’Grassi è un piccolo villaggio dell’alta montagna reggiana, dipen- 
dente dal Comune di Castclnovo nei Monti: è situato a sud-ovest di que- 
st'ultimo luogo, ed a pochi chilometri da esso. A sud tocca il fiume Secchia, 
c la vasta formazione gessosa di Vologno-Busana; mentre ad Est ha la fa- 
mosa Pietra di Bismantova, che gli si erge a lato quasi smisurato gigante. 

'Anche il territorio di Costa de' Grassi, non altrimenti che tutti i territori 
apenninici, andò certamente soggetto alle più forti convulsioni telluriche; 
giacché tutte quelle fra le poche sue roccie, che si trovano ancora in posto, 
hanno i loro strati non solo fortemente inclinati, ma in alcuni posti por- 
tati quasi alla verticale. 

Fra le roccie poi, che concorrono a formare il territorio di Costa de’Grassi, 
le Argille scagliose sono le più abbondanti: le altre consistono invece in gessi, 
in serpentini, ed in Arenarie più o meno scipiti, di natura piuttosto ar- 
gillosa o molto micacee, itile rs (notificate con Marne esse pure argilloso- 
micacee, o con calcari per lo più a fucoidi. Le argille scagliose occupano 
quasi da loro sole la maggior parte del paese : i Gessi, ed i serpentini 
affiorano nel suo lembo meridionale; e le arenarie coi loro calcari e marne, 
costituiscono poscia quel tratto di suolo, in cui sta il villaggio di Costa, 
con poche altre località ivi intorno. 

Il territorio di Costa de’ Grassi, si può quasi considerare come privo di 
Fossili; stantechè di tutte le roccie che lo formano, non vi sono che le 
arenarie ed i calcari che ne contengono. Però i calcari in alcuni posti sono 
gremiti di Fucoidi , ma le arenarie, meno qualche raro Ammonita ( 1 ) ed 
alcuni (nocerami (2) non hanno mai dato altri fossili in nessun luogo del 
detto territorio. 

(t) Fin' ora non è a mia cognizione, che a Costa de’Grassi sia stato rinvenuto altro Ammo- 
nita, meno quello descritto dal Mantovani. 

(2) Delle impronte di Inoterami a Costa de’Grassi ne sono state raccolte più di una: ed una 
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Ma quello che intorno alla roccia del territorio di Costa de’Grassi me- 
rita veramente di essere rilevato, si è: che coleste roccia ricoprono perfet- 
tamente alcuni tratti di terreno che affiora pur’anche a Montese, nelle 
sue frazioni di S. Martino e Ranocchio. In tutte e tre queste località, non 
solo vi si riscontrano sempre le stesse Arenarie argilloso-micacee, interca- 
late a strali di Calcari e Marne dell’islessa natura litologica e contenenti 
gli stessi fossili ; ma tanto nel Rio Fontanelle presso Costa, quanto nella 
montata della Riola in S. Martino, non che alle Coste di Ranocchio, le 
roccie or' ora accennate si trovano ancor tutte stratificaie in uno e mede- 
simo ordine, (i) 

E questa conformità delle roccie di Costa de' Grassi, colle . arenarie di 
S. Martino e Ranocchio, sia poi un fatto che meriti realmente di venir se- 
gnalato, è cosa si chiara e tanto evidente ,' che non ha certo bisogno di 
essere provata. Un tal fatto, non solo serve a dimostrare nel modo più 
spiccio e sicuro , che le dette roccie si sedimentarono tutte nello stesso 
tempo, in un medesimo mare , e sotto le stesse condizioni battimetricò- 
naturali, ma in pari tempo , mentre raggruppa insieme lontani paesi , e 
tende cosi ad unificare sempre più le sparse membra dei loro terreni geo- 
logici, contribuisce pur'anclie grandemente al progresso degli studi geologici 
stessi di quelle località. 

Ma se non mancano punto argomenti, per comprovare tanto l’identità 
di origine, che la parità di tempo di tutte coteste roccie, non è però cosi 
allorché si tratta invece di determinare a che sistema geologico si devono 
ancora attribuire. È vero che coteste stesse roccie contengono fossili, che 
sono anche assai caratteristici : se non che questi fossili appartengono poi 
essi realmente alle roccie, presso le quali si sono raccolti ? Volendo stare 

di queste fa anche parte della mia collezione, che mi fu regalata dall'esimio mio amico Signor 
Domenico Tornei di detto paese. Come questa, così anche le altre impronte, e lo stesso Ammo- 
nita ov’era indicato, furono trovate dal medesimo Tornei nelle vicinanze del villaggio. Alcune 
di dette impronte dovrebbero trovarsi anche nel musco paleontologico della R. Università di Mo- 
dena « giacché da quanto mi assicurò il prenominato signore, gliele avrebbe mandate egli stesso 
in quell'anno, in cui fu ivi assistente alla Cattedra di Geologia sotto il Prof. Uzielli. 

(1) Veramente la corrispondenza 'fra queste roccie, noti che tra i fossili che contengono, non 
potrebbe certo essere più completa. Anche nell'alveo del Rio di S. Martino furono già raccolte 
più impronte d’Inocerami; ed una di queste da me stesso, che fu giudicata dal De-Stcfani per 
un'impronta deir/nocrramus Criptii : della quale specie ne ha pure tutti i caratteri anche l'altra 
impronta che posseggo di Costa de'Grassi. É vero che sino al presente nè a S. Martino, nè a 
Ranocchio si sono ancora trovate traccie sicure di Ammoniti; però il Signor Amilcare Lorenzini, 
con impronte di Inocerami, raccolse quivi ancora un’altra impronta singolarissima, che con molta 
probabilità appartiene ad un Bamilet : per cui neppure nei preaccennati luoghi mancherebber 
i rappresentanti la famiglia dei detti Cephalopodi. 
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a lutle le probabilità, parrebbe proprio che non potesse essere altrimenti : 
ina d’altronde: chi ci sa dire in quanti modi una reliquia organica da un 
terreno di un’epoca può venire trasportata in quello di un’altra? 

Tuttavia un motivo fortissimo, per ritenere che i prodotti fossili spet- 
tino realmente alle roccie presso le quali si trovano essi, mi pare sia questo 
auzi che no : vale a dire, che non solo presso le stesse roccie delle indicate 
località si trovano le medesime qualità di fossili ; ma ben’ anche, perchè in 
nessun altro posto delle indicate località si trova tal fatta di fossili , che 
attorno alle roccie or’ ora accennate. Che identici fenomeni si possano an- 
cor produrre in paesi diversi, e tra loro assai discosti, non è sicuramente 
impossibile : ma sarebbe però stranissimo, che questi stessi fenomeni si pro- 
ducessero pur’ anche con tutte le particolarità, per fino le più minute. 

Ammesso dunque come più probabile, che tali fossili sieno propri delle 
sopra indicate roccie, allora anche il posto che queste dovrebbero occupare 
nella scala dei terreni geologici, sarebbe nettamente iudicato: poiché cotai 
fossili medesimi, essendo fossili appartenenti al sistema cretaceo, cretacee 
dovrebbero pur essere anqora le roccie dalle quali derivano. 

Se non che: questi fossili sono poi essi assolutamente cretacei? e x non 
potrebbe forse qualche loro specie essersi trafugata anche nell’eocene? 
Certo è, che non sarebbe questa la prima volta, che certi fossili attribuiti 
prima ad un sistema, o periodo geologico, si sono poscia in seguito raccol- 
ti ancora in altri : perchè dunque non potrebbe ciò essere avvenuto anche 
per quelli, di cui ora si parla ? 

Per verità; se si trattasse di fossili poco noti , e raccolti in roccie la 
cui età fosse ben determinata, si potrebbe giustamente ritenere che il tempo 
della vera loro apparizione, e la durala della vita loro, per mancanza di 
sufficienti cognizioni, fosse stata mal definita: e che quindi appartenessero 
essi a ben tutt’ altro gruppo, o sistema di terreni, che non quello a loro 
stessi assegnato. Ma qui le cose procedono invece in senso inverso : che i 
fossili raccolti tanto nelle roccie di Costa de’ Grassi, quanto in quelle di 
S. Martino e Ranocchio, sono già conosciutissimi da tempo: nè sin’ora m’e 
noto che fossili di tal fatta se ne siano mai trovati, che in roccie cretacee: 
mentre all’opposto le roccie che li contengono, per l’incertezza appunto 
della relativa loro posizione straligrafica, dai geologi locali sono state più 
volte trasportate, ora da un sistema, ed ora da un periodo all’altro geologico. 

In fatti : Doderlein, che studiò con tanta cura queste località, nella sua 
Carta geologica delle provincie di Modena e Reggio, conguaglia coleste 
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roccie al macigno giovane» e le colloca nell’ Eocene medio. (Note illustrative 
della Carta geologica del Modenese e del Reggiano; Modena, i 87 o). Manto- 
vani nella descrizione deU’Ammonita di Costa de’ Grassi, e delle roccie re- 
lative, accettò più volentieri l’idea dell’eocenità del detto Ammonita, piuttosto 
che far cretacee le rocce che lo includevano. (Delle Argille scagliose, e di 
alcuni Ammoniti dell’Appennino dell’ Emilia : Atti della Soc. Ital. di Scienze 
Nat. V. 8 ; Milanoj 1875). Capellini nella sua dotta Memoria intorno al Ma- 
cigno della Porrelta, parlando in genere dei terreni di quella parte di Appen- 
nino bolognese, che confina coll’Appenuino modenese, e che presso a poco 
contiene le stesse roccie, asserisce a dirittura : che ciò che si ha quivi 
di ben accertato in fatto di roccie in posto, non si può riferire a terreno 
più antico dell’Eocene superiore (t). (Il Macigno della Porretta, e le roccie 
a Globigerino dcll’Appennino bolognese: Mena. estr. dalla Ser. 4 . Tom. 2 . 
delle Mem. dcll’Accad. delle Scienze dell’ Istit. di Bologna, issi). Manzoni 
poi trattando della mioccnità del Macigno , colloca invece fra i membri 
cretacei del Flyscli appenninico le Arenarie psammiticlie, la Pietra forte, i 
Calcari alberesi, e le Argille scagliose, con Inocerami, Ammoniti, Paleodyction, 
e l’ emertiliti : (Boll, del R. Com. Geologico, 1881 ; n. i e 2) : rocce queste» 
che sono appunto le analoghe alle rocce di Costa de’ Grassi, e di S. Mar- 
tino e Ranocchio or’ ora accennate. 

Da tutto questo si vede dunque chiaramente, che fra i Geologi che hanno 
studialo coteste località niuno ha mai dubitato, che gl’Inocerami ed Ammo- 
niti, trovati sopra le roccie prenominate, non fossero cretacei : ma che l’unica 
discrepanza, che quivi stesso si riscontra fra essi , consiste appunto nella 
determinazione del posto , che le roccie in discorso dovrebbero realmente 
occupare nella serie cronologica dei terreni, costituenti l’Appennino emiliano. 

Che se poi i medesimi Geologi, anche ad onta della qualità tutta parti- 
colare dei fossili, continuarono aucora a lasciare nel Gruppo terziario co- 
tali roccie, non se ne qtaò certo far nessun caso : stante che da un Tato 
non si ò mai voluto credere, che nell’Appennino dell’ Emilia potessero esistere 
in posto roccie veramente cretacee; e dall’altro essendosi sempre raccolti 
cotesti fossili in terreni argillo-scagliosi orribilmente sconvolti» e tenuti an- 
cora per eruttivi, piuttosto che fossili appartenenti alle dette roccie, dai 

(1) Aveva appena terminato questo piccolo lavoro, allorché mi capitò in mano una recentis- 
sima Memoria del Prof. Capellini intorno Al Cretaceo superiore ed il gruppo di Praibona nel- 
rAppennino, efc. nella quale memoria il chiarissimo Professore ammette ora anch’esso, che in 
detto Appennino vi hanno si roccie, il cui complesso litologico è analogo al vero Flysch eocenico 
superiore alpino, ma che pei fossili deoesi ritenere coinè rappresentante il cretaceo superiore- 
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sopraccitati Geologi si consideravano invece come fossili trasportati in esso 
da roccie assai più profonde, e di maggiore antichità. 


Intorno alla corrispondenza fra le roccie costituenti le due Catene montuose 

di Mantello , Montese, Monteforte ; e di Semese , Sassoguidano , Gaiato. 

Al nord-est di quella catena di monti, su la quale stanno Montello , 
Montese e Monteforte, n’esiste un'altra nou meno montuosa, e quasi para- 
iella ad essa, su cui stanno pure Semese, Sassoguidano, e Gaiato. 

E bene: le roccie componenti queste due catene di monti corrispondono per- 
fettamente fra loro, tanto sotto l’aspetto litologico, che petrografico: giacche 
mentre i loro crinali sono costituiti da Calcari identici, intersecati alle stesse 
molasse serpentinose , e marne di natura terrosa ; da marne più o meno 
grossolane, tutte della medesima natura mineralogica, e qua e là interse- 
cate da qualche esile strato di Calcare sabhionoso, sono parimenti com- 
poste ambe le loro basi. 

Ma non è tutto:, la medesima corrispondenza, che si riscontra fra le 
rcccie componenti le due catene montuose or’ora accennate, si trova pur’auche 
fra i fossili, che esse reciprocamente contengono : poiché nella stessa guisa 
che le roccie costituenti i loro crinali hanno Echinodermi e spugne della 
medesima specie, appartenenti al Miocene inferiore; cosi quelle che ne 
formano le basi abbondano invece di Gasteropodi e Conchiferi, essi pure 
tutti della stessa qualità, e spettanti al miocene medio. 

Ora: dietro questi fatti, mi sembra che si possa certo inferire, che le 
roccie superiormente indicate, oltre di appartenere tutte quante allo stesso 
periodo miocenico, dovettero pur’anche essere una volta tutte quante unite 
insieme, e fra loro strettamente collegate : unioue che venne poscia inter- 
rotta da una qualche catastrofe tellurica, che le sollevò, le infranse, e le 
ridusse allo stato presente. 

Ma e cotesta catastrofe in che epoca mai sarà ella avvenuta ? 

Come abbiamo già anche precedentemente accennato, le roccie che co- 
stituiscono le due catene montuose di Montese e Sassoguidano, apparten- 
gono sì al medesimo periodo geologico ; ma uon però tutte allo stesso 
piano : perché quelle che formano il loro crinale, per la natura dei fossili 
che contengono, spettano al miocene inferiore (t), mentre le altre appar- 
tengono invece al raioceue medio. 

(1) Qui però non voglio intralasciare di avvertire, che la maggior parte delle specie di ecbi- 
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Or bene gli strati di tutte coleste roccie si succedono ovunque regolar- 
mente l’un l'altro e senza nessuna vera discordanza fra essi; da che anche 
là, ove sembrerebbe scorgervi qualche disarmonia tra i medesimi, da quanto 
si vede, questa è sempre più apparente che reale; e dipende piuttosto 
da forme topografiche dei posti, che non da vera irregolarità di successione. 

Pare dunque non potersi dubitare, che la catastrofe che spaccò, e di- 
vise d’infra loro cotesto due serie di monti, non sia proprio accaduta, se 
non se in sul finire del sistema miocenico; e forse precisamente, allorché 
sorsero i numerosi serpentini di queste località. Certo è, che se una tale 
catastrofe fosse succeduta prima di questo termiue, la relativa posizione 
stratigrafica delle dette roccie, non sarebbe sicuramente cosi ordinata, come 
anche attualmente si trova. 

E che poscia l’eruzione dei serpentini di cotesti luoghi, abbia aneli’ essa 
contribuito non poco al sollevamento delle roccie in discorso, e a dar loro 
la forma orografica, che conservano forse anche in oggi, si arguisce anzi 
tutto da ciò: che molli di questi serpentini, per contenere acclusi non 
pochi frammenti di Calcare marnoso eocenico, mostrano già chiaramente di 
essere sortiti dal seno della terra dopo la formazione di una tal roccia; 
poi si comprova ancora dal fatto: che questi serpentini medesimi si tro- 
vano appunto tutti allineali lungo la valle, che s’intromette fra le due 
serie dei monti predetti. 

Ma qui si potrebbe forse muovere la quislione, intorno alla natura erut- 
tiva o meno delle roccie serpentinose. Se non che ad onta di tutto ciò 
che si è detto anche contro all’idea eruttiva dei serpentini, per me tanto 
non ho ancora trovalo nessun’argomento che m’induca a modificare l’opi- 
nione, che su questo particolare ho già altre volte manifestata; cioè che 
i serpentini, e particolarmente poi quelli di cui ora si parla, sieno in 
realtà di natura eruttiva : ( Montese , ed i suoi terreni geologici , ecc. estratto 
dall’Annuar. della soc. dei Nat. di Modena; An. ts. — Tip. Vincenzi, issi): 
e ancorché nou vi fossero altre ragioni per confermarmi in essa, mi ba- 
sterebbe sempre questa sola ; vale a dire (‘insieme delle forme, sotto le 


noderosi, raccolti tanto su la catena montuosa di Montese, che su quella di Sassoguidano, ap- 
partiene aU'eocene, e sono analoghi a quelli che si trovano nei Vicentino in consimile terreno. 
Di più, in coteste località manca ancora sin qui qualunque traccia di Clypeastroidi. Si potrebbe 
dunque ripetere benissimo anche per queste roccie la bella frase or’ ora citata del Capellini; 
▼ale a dire « che pel complesso loro litologico esse appartengono al miocene inferiore; ma pei 
tossili dovrebbero invece spettare al terreno eocenico ». 
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quali si presenta anche solo all’occhio il grosso ammasso serpentinoso di 
Montespeccliio . 

Del resto però per far ritenere, che i serpentini almeno di Monlese 
sieno veramente di natura eruttiva, oltre all’argomenlo che ne porge il 
serpentino di Montespecchio, vi sono ancora altre ragioni non poche: e tali 
sono certamente « lo stato quasi completamente bolloso e scoriacieo di al- 
cuni di essi », non che « la metamorfosazione che in molte località hanno 
subito le roccie al loro contatto (i) : metamorfosazione, che lo stesso Do- 
dorlein avea già constatata anche prima di me ; anzi fu forse questa mede- 
sima metamorfosazione la causa principale, che indusse il detto Geologo a 
classificare i serpentini della media montagna modenese e reggiana fra le 
roccie mioceniche. (2) 

Modena, 20 Gennaio 188S. 


Ab. Giuseppe Mazzetti. 


( 1 ) Il Prof.Taramelli nella sua Memoria Contribuzioni alla geologia dell’ Appennino di Piacenza, 
che gentilmente mi favorì, indica come argomenti contrari all’eruttività dei serpentini la « man- 
canza di metamorfotimo » nelle roccie a contatto coi serpentini stessi, non che l'assoluta « man- 
canza di struttura bollosa e tcoriacea» in essi. Mi dispiace grandemente, che il chiarissimo Prof. 
Taramelli non abbia ancora visitati di persona i serpentini di Montespecchio, e del Faldello: da 
che sono persuasissimo, che cosisi sarebbe convinto, che tali mancanze almeno nei serpentini di 
Monlese, non si riscontrano: fatto che io stesso avea di già notato fino dall’anno 1881 ; nella 
mia Memoria Monlese, ed i suoi terreni geologici, etc. 

( 2 ) Il Prof. Doderlein, seguendo l’opinione particolarmente del Savi attribuì alla media 
montagna modenese e reggiana i serpentini di 3 * eruzione, che sono appunto quelli di Verona. 
Pompeano, di Montespecchio etc. ; che perciò fanno parte della regione miocenica di questa parte 
del basso Appennino dell’ Emilia. 
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LETTERA DEL SOCIO CORRISPONDENTE 
P. GIOVANNI EGIDI, S. J. 

AL R. P. FERRARI 

INTORNO AD UN PROBLEMA DI GNOMONICA 


Pregtfio e Rev. P. Stanislao, 

Trovandomi qui in Segni e volendo accertarmi se il mio e gii altri oro- 
logi segnassero giusto e non avendo alla mano che l’orologio solare indi* 
pendente dalla meridiana, che Ella presentò alcuni anni fa all’Accademia, 
mi servii di quello, ma mi venne il dubbio, se con quello solo e senza 
conoscere che approssimativamente la declinazione del Sole, avrei potuto 
ottenere un risultato soddisfacente. Quindi mi venne in pensiero di scio- 
gliere il problema seguente » 

« Conoscendo la latitudine del luogo, e l'altezza del Sole, trovare l’ora 
» e la declinazione solare media del giorno, per mezzo di due o più os- 
» servazioni ». 

Siano A, A', A" gli angoli orarii rispondenti alle distanze zenitali z, z' t z" 
osservate in diverse ore, V il complemento della latitudine del luogo, e 
il complemento della declinazione media del giorno j dovranno verificarsi 
le equazioni 

cosA seni' seni' - cosa - cosV cosi 1 ( 1 ) 

cosA* seni' senX' - cosa' - cosX' cosi 1 (a) 

cosA" seni' senX' » cosa" - cosX' cosi 1 (3) 

Benché ciascuna di queste equazioni abbia due sole incognite cioè an- 
golo orario e complemento della declinaaione, tuttavia perchè vi si tro- 
vano moltiplicate insieme le funzioni di tali archi, e perchè vi sono il 
seno e il coseno di i 1 , e perchè gli angoli orarii in ciascuna sono diversi 
perciò due sole di esse darebbero una equazione di grado superiore al 
primo da risolvere in fine, ansi almeno di quarto grado. Da tutte e tre però 
si può ricavare una risoluzione di primo grado, se coll’orologio si siano no- 

14 
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tate le differenze di ore à - à', à'-à". Difatti dividendo l’(t) per la (s), 


(*) 

( 5 ) 


cos/* 

COSZ — COSX' cosd' 

COSÀ' 

cosz'— cosX' cosd' 

COSÀ' 

cosz' - cosX' cosd' 

cosà 11 

cosz"— cosX' cosd' 


le quali ci d'anno 

cosX' cosi 1 (cos h! - cos h) «■ cos à' co sz - cos h eoa:' 
così' cosi' (cosà' 1 - cosà')= cosà' 'cosz'— cosà' cosz" 


ossia 


cosX' cosà' <= 
così.' cosi' = 


cos à' eoa z — cosà cosz' 
cos h! — cosà 

cosà'' cosz' - COSÀ' cosz' 1 
COSÀ" - COSÀ' 


(•) 

( 7 ) 


sostituito il valore (e) nel secondo membro della (i) e il valore (7) nel 
secondo membro della (s) avremo 


cosà send* senX' = cosz - 


cosà' cosz - cosà cosz' 
cosà' — cosà 


- . .. . COSÀ" cosz'- cosà cosz'» 

cosà' seno' senX' = cosz' rn n 

cosà" - COSÀ' 


che ridotte ci somministrano 


sen ■ 


z + z' 


sen 


z - z» 


send' senX' 


cosz' - cosz 

COSÀ' - COSÀ À + À' À - À' 

sen sen 


(«) 


send' seni' =; 


cosz" - cosz' 


sen 


z' + z" 


sen 


z'-z" 


2 2 

COSÀ"- COSÀ' À' + À" À'-À" 

sen sen 


2 


2 


(») 


Da queste abbiamo ponendo 
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sen 


z '• +■ z 11 - 


sen 


z 1 - z" 


M 


Z 2 

7T1F 


sen 


2 


z + z z — z 

sen sen 


N 


sen 


h-h' 


„ k + h' „ A' + A" 

M sen = N sen 

2 2 


(io) 


Siano ora a, al, a" gli angoli orarii osservati nell’orologio rispondenti cia- 
scuno al momento delle rispèttive osservazioni ; sia e l’errore dell’orologio (in 
arco) e supponiamo nullo o corretto l’andamento dello stesso orologio; avremo 


e quindi 


A = a + e, h! = al + e, A 11 => al* + e 


A + h! a + al h! + A 11 al -t- al' 

=> + e = a, + e, + e = a, -t- c 


con tale sostituzione la (io) da 

M (sena, cose + cosa, sene) = N (sena, cose + cosa, sene) 


Donde si ha finalmente 


tange = - 


Msena, — Nsena, 
Mcosa, - Ncosa, 


(A) 


che risolve il problema. 

NB. Gli angoli orarii A, A 1 , A " dovranno prendersi col segno conve- 
niente cioè negativi quelli osservati nelle ore antimeridiane, positivi quelli 
osservati nelle ore pomeridiane, l’errore t è sempre dello stesso segno in 
se stesso, ma riesce di segno contrario rispetto alla distanza del sole dal 
meridiano nelle ore antimeridiane e pomeridiane. 

La forinola (A) suppone tre osservazioni e non è affatto comoda a cal- 
colarsi, a me poi riusciva impossibile per non aver portato meco le tavole 
dei logaritmi. Cercai dunque se il mio orologio solare in carta mi desse 
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un metodo più facile e spedito, e 
sto modo. 

Fo due osservazioni una nelle ore 
diane : sia d la declinazione vera del 

Omervaziom antimerid. 

A. l’ora vera 

A, l’ora data dall’orologio solare 
A a l’ora segnata dall’oriuolo 


mi pare di averlo trov3to a que- 

antimeridiane un’altra nelle pomeri- 
sole, e siano 

Osservazioni romerid. 

AJ l’ora vera 

AJ l’ora data dall'orologio solare 
A* l’ora segnata dall’orìuolo. 


e l'errore nell’ora dell’orologio solare, dovuto all’errore di declinazione. 
k l’errore dell’oriuolo: supposto nullo o corretto l’andamento. 

Se le due osservazioni sono fatte a un dipresso a distanze zenitali uguali 
del Sole, l’errore e sarà il medesimo in A, e A), ma sarà di segno con- 
trario nelle due osservazioni. Avremo adunque. 

A, = A # + e AJ = AJ - e 

A a = A, + k AJ » AJ + A 

donde 

A, - A, - A - e 
AJ-AJ-A + e 

e conseguentemente 

(A a -A,) + (A;-A{) 


(A, - A|) - (A, - A,) 
s 


(C) 


Ciò vuol dire che l’errore dell’oriuolo è la media degli errori trovati colle 
due osservazioni : quanto alla declinazione i si può trovare direttamente sullo 
stesso orologio solare: poiché conosciuto k è conosciuto A 0 e AJ, e quindi 
t, si vede sull’orologio in quale parallelo doveva trovarsi il sole per dare 
colle distanze zenitali osservate A t ovvero AJ. 

Ecco l’applicazione di questo metodo fatta il so novembre pross. pass., 
ed Ella potrà verificare sopra un annuario astronomico se abbia trovata 
cosi con sufficiente approssimazione la declinazione del sole per quel giorno. 
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20 Novembre 1884 


Latitudine del luogo 41° 40 ' 

Declinazione approssim. presunta - 21 ° 15 ' 

Z, = 87° io', A, = 7 b 23“ ant.} Z a - 81 ® 45 ', AJ = 3 b 47” 

A, = 7 30 AJ - 3 48 

(h a - A,) —7- (AJ -AD - - 1 ” 

(Aì-AD --i 

- 8 : 2 

k --4 

correz. temp. med. =-14 

diff. -fio” l'orologio avanza sul tempo medio 



i = - 20° declinazione corretta 


Questa che le ho esposto é una nuova applicazione, se non m’inganno 
assai utile in pratica, dell’orologio solare indipendente dalla meridiana, che 
Ella m’indusse a publicare, e perciò gliela ho mandata perché credo che 
le dark piacere anche questo piccolo frutto della mia invenzione. Non le 
dico di presentare questa noticina all'Accademia, seppure a Lei non pa- 
resse cosa ben fatta, perché mi pare che non meriti : ma in ciò mi rimetto 
al suo giudizio. Gradisca, ecc. 

Segni, i° Decembre 1884. 


P. G. Egidi, S. J. 
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SUL MODO PIU’ UTILE DI CONVERTIRE IN FORZA LOCOMOTRICE 
L’ENERGIA DÌ FÒRZE IDRAULICHE. 

NOTA 

DELL’ING. CAV. FILIPPO GUIDI 


Al perfezionamento ammirabile degli apparecchi meccanici pel conver- 
timento delle varie forze fisiche e per la loro traàtaissione , associalo alla 
teoria la più rigorosa io credo che sia debitrice l’era presente pei tanti 
ritrovati veramente utili e soddisfacenti : ed a questo perfezionamento ed 
a tali studi noi specialmente in Italia oltrebrodo ticchi di forze idrauliche 
dobbiamo tener rivolta la nostra attenzione per Cavarne profitto il meglio 
che si possa. 

Intendo parlare specialmente dei grandi Vantaggi che ora si possono avere 
mercè i nuovi modi di trasm issioné della energia meccanica sia direttamente 
sia per mezzo della energia elettrica, e più particolarmente di tale energia 
usufruita per la locomozione. 

È difatli grande il vantaggio risultante, dal ravvicinamento delle varie 
industrie che ci forniscono i* mezzi per sopperire alle necessità ed alle co- 
modità della vita, come del pari è di somma utilità lo stabilire nei centri 
pòpólttài', le 'divise offititìe col trasporto della energia meccanica prodotta 
dà utìfà Caduca d k àbqtìe, Cttergia che giaceva inutile in balzi e dirupi inac- 
cessibili ; ma là possibilità di animare, dirci quasi gratuitamente la locoriio- 
«iotìtì neflé Vié félrétè cfcé piad piano diverranno il mezzo ordinario' di co- 
ihtìniCàfìiòtìC fra grandi e piccole città, è di’ tale interesse che dove formare 
lo àdòpA preci pào* dei : nostri studi', specialmente per supplire al difetto che 
abbiamo in Italia dei carboni fossili. 

I mezzi sperimentati sino ad ora per trarre profitto delle forze idrauliche 
nella locomozione sono — le trasmissioni funicolhri* — le trasmissióni elettri- 
che - le locomotive ad aria compressa. 

Le trasmissioni funicolari possono essere, non dirò utili, ma possibili per 
distanze non superiori a sci o sette chilometri , ma sempre è necessario 
servirsene per velocità mitissime: furono impiegate le funicolari con van- 
taggio per trasporto di minerali o materiali da costruzione, ed in qualche 
caso speciale anche per passeggeri, nei piani fortemente inclinati. 

Le trasmissioni elettriche dettero sufficienti risultati sotto l’aspetto della 
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velocita ma jl JiiqUe a cui $i giunse finora P per, la potenza, dell’appacecchio 
riraurchiatore e per la distanza del tratto percorso è ristretto in cinque 
chilometri appena in piccole ferrovie da considerarsi come tramvic e nulla 
più,. Si studia da molli indefessamente per vincere le difficoltà prattichq 
della trasmissione elettrica e si ritiene generalmente che si possa giungere 
mercé i recenti perfezionamenti ad esercitare tratti di vera ferrovia lunghi 
anche quindici chilometri. 

Le locomotive ad aria compressa sono certamente più atte al trasporto 
dei passeggeri poiché per esse non è punto limitata ila velocità e si può 
ritenere utile questo sistema di locomozione anche per tratti lunghi dai 
quindici ai diciotto chilometri. Stupendi sono i congegni coi quali si giunse 
ad attenuare di molto i suoi difetti : intendo parlare dei belli perfeziona- 
menti apportati agli organi della distribuzione a mezzo de’ quali passa l'aria 
dalle pressioni enormi del serbatojo ambulante a quel .giusto grado di ten- 
sione, vantaggioso tanto per la pressione finale sui pistoni, quanto per lo 
scappamento con perdita limitata di elatere. Sono pure ingegnosissimi i varii 
mezzi trovali per combattere il grave .inconveniente dell’agghiacciamento 
nei cilindri del vapor d’acqua sempre commisto all’ aria cooqpressa. Pur 
tuttavia con tanti miglioramenti non si è mai giunti ad ottenere che la 
locomotiva ad aria compressa valga a surrogarne una a vapore quale occor- 
rerebbe almeno per l’esercizio di una ferrovia secondaria , della lunghezza 
di venticinque chilometri. 

Eccomi dunque ad esporre il mezzo col quale sembrami potersi raggiun- 
gere lo scopo di cui p^rlo. Una forza idraulica, anche imponente, convertita 
in energia elettrica può senza dubbio esser trasmessa non di dirò a so a 
60 chilometri per non ricorrere a troppo forti capitali necessari pei condut- 
tori elettrici ma con sufficiente economia a 25 chilometri almeno. Si potranno 
adunque cou .tale bel raggio di distanza da questa forza idraulica stabilire 
tanti apparati elettrolitici dai quali ottengansi tanti bei volumi d’idrogeno e di 
ossigeno. Quest’ultimo sarà pur impiegato vantaggiosamente sia come combu- 
rente, sia come agente chimico in varie industrie, sia finalmente per uso del- 
l’arte salutare; ma vediamo (ciò che più monta) l’impiego dell’ idrogene. Sia 
dunque l’idrogene elettrol Urico compresso a is atmosfere nel serbatojo di una 
locomotiva in luogo dell’aria, e dico soltanto is atmosfere per non ricorrere a 
pressioni ben più elevate che sono pur adottate per le macchine ad aria com- 
pressa: si modifichi l’apparecchio motore perchè agisca nè più nè meno che 
come una delle macchine a gas divenute ormai comunissime; ebbene avremo, 
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senza esagerare di molto le dimensioni del serbatojo di siffatta locomotiva, 
360 metri cubi di gaz idrogene disponibili, che secondo l’ esperienze fatte 
coi motori Otto e Langen produrranno la forza di too cavalli effettivi in 
azione costante per la durata di due ore e mezza : il che significa che 
avremo una locomotiva atta a rimorchiare un treno del peso complessivo 
di too tonnellate all’ incirca con la velocità di 36 chilometri l’ora per un 
viaggio di andata e per quello di ritorno in un tronco di ferrovia lungo 43 
chilometri, senza tener conto della forza viva che si potrà utilizzare dall’ela- 
tere dell'idrogene compresso. 

Siamo dunque a risultati che non hanno neppur confronto con quelli 
ottenuti sino ad ora o che si possa sperare che si ottengano dai tre sistemi 
di locomozione che sopra ho descritti. 

Con una forza idraulica di 830 cavalli effettivi all’incirca si potrà ottenere 
l’azione della locomotiva or ora determinata per tre viaggi di andata e ri- 
torno nelle 34 ore. Nelle macchine a gas fu già sperimentato l’idrogene 
puro o quasi puro in luogo del gas d’illuminazione ordinariamente adope- 
rato : fu mestieri modificare soltanto gli organi della distribuzione; ma in- 
somma ninna difficoltà s’incontrerebbe nell’uso dell’idrogene elettrolitico. 
Motori a gas della forza anche maggiore di too cavalli furono già costruiti 
ed adoperati con vantaggio ; %arà necessaria soltanto una speciale disposizione 
degli organi motori per ottenere facilmente il movimento iniziale del treno. 

Una difficoltà si presenta solo nella perfetta tenuta del serbatoio e spe- 
cialmente di quelli ambulanti perché dovran tenere un gas tanto sottile 
qual’è l’idrogene compresso a parecchie atmosfere;, ma si conosce già che 
un velo sottilissimo di cautchouk tiene abbastanza bene l’idrogene, or dunque 
sarà cosa non difficile il costruire tali serbatoi con tutte le cautele imma- 
ginabili per la buona tenuta, e spalmarli poi nell’interno con vernice di 
cautchouk, in guisa da tappezzarne le pareti con uno strato di spessezza 
doppia e tripla di quella dei comunissimi globi che si veggono enfiati a 
gaz idrogene, spessezza che giunge appena ad un decimo di millimetro. 

L’applicazione prattica di quanto io propongo avrà certamente le sue dif- 
ficoltà, ma il non vederne a priori se non di natura ordinaria dovrebbe 
animare alla pruova. 
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COMUNICAZIONI 

Statoti Prof. A. - Presentazione di due memorie del Socio D. G. 
Mazzetti : 

11' Sìg. log. A. Statuti presentò all’Accademia da parte del socio cor- 
rispondente D. G. Mazzetti di Modena sotto il titolo di « Contribuzione 
» allo studio della geologia delle montagne Modenesi e Reggiane » due 
memorie manoscritte, l’uua « Intorno alla relazione del terreno di Costa 
» dei grassi colle arenarie di S. Martino e Ranocchio », l'altra « In- 
» torno alla corrispondenza fra le roccie costituenti le due catene mon- 
tuose di Monte Ilo, Montese , Monteforte , e di Semese , Sassoguidano e 
« Gaiato ». Ambedue le memorie sono inserite nel presente fascicolo. Pre- 
sento inoltre da parte del medesimo D. G. Mazzetti i seguenti lavori 
scientifici già pubblicati, l. Riflessioni intorno agli oggetti preistorici, alla 
trasformazione delle specie e all’origine ed antichità dell’uomo. 2. Due pa- 
role per dimostrare come in oggi si scriva la storia dai moderni scienziati. 
3. Intorno alla roccia di un grosso Ammonita, che ha tutto l'aspetto di 
una roccia nummolitica. 4. Siamo ancora Cristiani ? Domanda di David F. 
Strauss brevemente discussa. 5. La molassa marnosa delle montagne mode- 
nesi e reggiane e lo Schlier delle colline del Bolognese. 6. Echinodermi 
fossili di Montese. 7. Echinodermi nuovi della molassa miocenica di Montese 
nella provincia di Modena (Manzoni e Mazzetti) . 8. Le spugne fossili di 
Montese (Mazzetti e Manzoni). 9. Montese, i suoi terreni geologici, le sue 
acque minerali ed i suoi prodotti. 

Castracane Ab. F. - Presentazione di un opuscolo del prof. S. Rossi : 

Il Presidente presentò da parte del sig. prof. Stefano Rossi un suo la- 
voro sopra « Le piante acotiledoni vascolari c le graminacee Ossolane » 
dedicato alla memoria del compianto nostro socio P. Gagliardi. A questo 
suo bel lavoro l’Antore fa precedere un breve cenno biografico del Gagliardi, 
nel quale si vede quanto quel nostro socio ebbe a cuore la coltura delle 
sciènze naturali e come fu tenuto in grandissima stima non solo in Italia, 
ma anche all’estero. 

De Rossi Prof. M. S. - Presentazione di note : 

Il Segretario presentò da parte del socio corrispondente prof. P. M. 
Garibaldi due note a stampa intitolate l’una « Stato Meteorologico e ma- 
» gnetico di Genova per l'anno 1883 », l’altra « Sulla relazióne fra le 
» macchie solari ed il magnetismo terrestre. » 
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COMITATO SEGRETO 


L'Accademia adunatasi in Comitato segreto procedette alia rotazione delle 
proposte di due soci corrispondenti sig. Prof. L. Cerebotani e Prof. G. La- 
vini. Fatta la votazione, ambedue rimasero eletti. 

Si venne quindi alla rinnovazione di cariche accademiche scadute di tempo 
e cioè del Presidente, due membri del Comitato e Commissione di Censura. 
A presidente venne per acclamazione confermato il Sig. Conte Ab. Fraucesco 
Castracane degli Antelminelli, a membri del Comitato Accademico vennero 
riconfermati i eh. P. G. S. Ferrari e prof. M. Azzarelli. La Commissione 
di censura rimase confermata per intiero. 

Furono approvate le proposte di cambio dei nostri Atti colle pubblica- 
zioni àe\ì' American Journal of mathematics di Baltimora e del Journal de 
sciencias mathematica s e astronomicas di Coimbra. 

Venne proposta ed approvata una aggiunta al regolamento accademico 
relativo al caso, nel quale un socio di qualsivoglia classe dell’Accademia 
venga elevato alla sacra Porpora. Fu stabilito che in tale caso il nuovo 
Porporato debba passare nella classe dei soci onorari. In seguito a ciò 
l’Emo Card. Ludovico Haynald Arcivescovo di Kalocsa, socio corrispondente, 
passa di fatto alla classe predetta dei soci onorari. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 

Ordinari: Conte Ab. Francesco Castracane, Presidente. - Ing. F. Guidi. - 
Ing. A. Statuti. - Cav. P. Sabatucci. - Cav. G. Olivieri. - Prof. V. 
De Róssi Re. — Prof. F. Ladelci. — P. G. Foglini. — [Comm. C. De- 
scemet — Prof. G. Tuccimei. - Prof. M. Azzarelli. - P. F. S. Provenzali. 
P. G. S. Ferrari. - P. G. Lais. - Prof. M. S. de Rossi, Segretario. 
Aggiunti : March. L. Fonti. 

La seduta apertasi legalmente alle ore 3 ‘/a potn. fu chiusa alle 5 pom. 


OPERE VENUTE IN DONO 

1. Armale/ de l’ Obtervatoire imperiai de Rio de Janeiro. — T. II. me Observations et Mémoires. 
1882. Rio de Janeiro MDCCCLXXXUI. In-4.® 

2. Archimi du Mutée Teyler . — Sèrie 11. Voi. II. — Première Partie. — Haarlem, 1884. In-8.® 

3. Atti della R. Accademia dei Lincei. — A. CCLXXX, 1882 — 83, —Serie III.— Memorie. Voi. 
XI, XIV, XV, XVI, XVII. Roma, 1883 . 1884. In-4t Serie IV, Rendiconti, Voi. I. — 
Fase. 4®, 5.® — Roma, 1885. In-4? 


Digitized by t^.OOQLe 



— Ili 


4. BACHMETIKFF (B. E.) — Meteorologi sche Beobachtungen , ( te ., Moskau, 1883. In-4.° 

5. Boletin de la Academia nac tonai de ciencias en Córdoba . — T. VI. — Enti*. 4 a T. VII, 
Entrega l a , 2*. Buenos Aires, 1884. In 8.° 

6. Bollettino decadico dell * Osservatorio centrale in Moncalieri. A. XIII, n? 4 , 6. Torino , 
1884. In 4.o 

7. Ballettino della R. Accademia medica di Roma . — A. X. — n. 8. — Roma, 1834. In 8“ 

8. Butletin de l'Académie imperiale des Sciences de S.'-Pétersbourg. T. XXIX, n? 2. Àvril 

1884. In-4.° 

9. Bullettin de la Sociité impériale des Naturalistes de Moscou. — A. 1883. — h* 3, 4. — 
Moscoti, 1884. In 8* 

10. Crònica cienti/ica. — A. Vili. N. 170, 171, 172. — Barcelona, 1885. In-8.® 

H. GARIBALDI (P. M.) — Stato meteorico e magnetico di Genova per l 9 anno 1883. — Ge- 
nova, s. a. In 4.° 

12. Sulla relazione fra le macchie solari e il magnetiimo terrestre. Roma, 1885. In~4.° 

13. Jahrbucher des Nassauischen Vereins fiir Naturkunde . Jah. 37. Wiesbaden, 1884. In~8.° 

14. Journal and Proceedings of thè Rogai Society of New South Wales 1882, 1883. Voi. XVI, 
XVII. Sydney, 1883, 1884. ln-8.° 

15- La Civiltà Cattolica. — A. XXXVI, Serie XII, Voi. IX. — quad. 831, 832. — Firenze, 

1885. In 8.o 

16. MANZONI (A.) e MAZZETTI (G.) — Echinodermi nvotri della molazza miocenica di Mon - 
tese , 1878. In 8.® 

17. MAZZETTI e MANZONI. — Le Spugne fossili di Montese. Pisa 1879. In-8.° 

18. MAZZETTI (G.) — Siamo ancora Cristiani ? Domanda di D. F. Strauss brevemente di 
scussa. Modena, 1876. ln-8.° 

19. La molassa marnosa delle montagne modem si e reggiane e lo schlier delle colline del 

Bolognese. Modena, 1879. In-8.° 

20. Echinodermi fossili di Montese. Modena, 1881. In-8.° 

21. Montese , « suoi terreni geologici , le sue acque minerali ed i suoi prodotti. Modena 

1881. In-8.° 

22. Intorno alla roccia di un grosso Ammonito, che ha tutto l'aspetto di una roccia ntim- 

mulitica. Modena, 1878. In-8.° 

23. Riflessioni intorno agli oggetti preistorici , alla trasformazione delle specie, e all'ori- 

gine ed antichità dell'uomo. Modena 1873. ln-8.° 

24. Due parole per dimostrare come in oggi si scriva la storia da * moderni scienziati. 

1878. In 8.o 

25. Polybiblion. — Revue bibliographique universale. — Partie littcraire. — Deuxième sèrie, 
T. XXI. Première livraison. — Janvier. Paris, 1885. ln-8. # 

26. R. Comitato Geologico d'Italia , 1884. — Bollettino n. 11 e 12. Roma, 1884. In-8? 

27. Rendiconto dell' Accademia delle scienze fisiche e matematiche. — A. XXIII, fase. 10. 11 
e 12. Napoli 1884. In 4.° 

28. ROSSI (S.) — Le piante acotiledoni e le graminacee Ozsolane. Domodossola, 1884. In-8.® 

29. SELWYN (A.) e DAWSON (G. M.) — Descriptive Sketch of thè physical Geography and 
Geology of thè Dominion of Canada. Montreal, 1884. In-8.° 

30. TOLMIE (W.) e DAWSON (G. M.) — Comparative vocàbularies of thè Indian tribez of 
British Columbia. Moutreal, 1884. In-8.° 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’NUOVI LINCEI 




SESSIONE IV‘ DEL 45 MARZO 4885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELM1NELLI 


MEMORIE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


ANALISI MICROSCOPICA DI UN CALCARE 
DEL TERRITORIO DI SPOLETO 


Ne, ragionare della pratica utilità dello studio delle Diatomee, e delle 
diverse possibili applicazioni di quello ai molteplici rami della Biologia e 
Storia Naturale, più volte io ho avuto occasione di ricordare in particolar 
modo quanto valido aiuto da quello studio potrebbe trarre il Geologo a 
conoscere la storia di quelle formazioni ove le Diatomee vennero ncono- 
sciute. Fu pertanto ottimo consiglio quello dell'illustre Ehrenberg, quando 
intitolò la sua grande opera su le diatomee fossili Microgeologia, quan- 
tunque mi avrebbe sembrato meglio adatto il nome di Micropaleontografia, 
se pure non sonasse male la soverchia lunghezza di questo. Ed in fatti a 
rigore considerando la cosa non mi sembra appropriato l'aggettivo ptxpoc 
proposto al nome geologia perchè, quantunque si argomenti da minimi or- 
ganismi, il giudizio viene formulato su la storia di uno strato di un banco 
di un giacimento di notevolissima estensione; invece il termine di micro- 
paleontologia conviene a quello studio che versa attorno minutissimi orga- 
nismi, i quali poterono conservarsi o lasciar loro impronte dalle più remote 
epoche geologiche, e stanno ad attestare al Geologo le condizioni con le 
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quali ebbe luogo quella formazione. Se pertanto fosse bene impresso nella 
mente dei Geologi Italiani l’importanza somma, che ha per la conoscenza, 
della storia delia formazione della nostra bella penisola il tenere conto dei 
minimi organismi, dall’enorme agglomeramento dei quali vengono spesso co- 
stituiti gli strati, il Microscopio dovrebbe sempre aver luogo fra la supel- 
lettile del Geologo. Quantunque non si possa pretendere che il Geologo sia 
al caso di potere determinare ogni Diatomea o Radiolaria o Policistina, ciò 
die assorbirebbe troppo tempo, è però indispensabile a mio modo di vedere 
che senza potere esattamente determinare il genere e la specie di ciascuno 
di quei minimi organismi, sia però in grado di costatarne la presenza, ri- 
correndo quindi al Micrografo specialista perché convenientemente li deter- 
mini. Il Geologo potrà essere ben persuaso che ore Esso potè appena con- 
statare qualche traccia di corpicciuoli organizzali quegli che ne fece spe- 
ciale soggetto di studio per l’abitudine e la lunga esperienza acquistata io 
tali ricerche, potrà con relativa facilità, isolarne un grande numero, così 
che ne rimarrà maravigliato per la copia, avendone prima intraveduto ap- 
pena qualche traccia. 

Fra i Geologi Italiani, che meglio si mostrarono persuasi della impor- 
tanza che offrono le Diatomee ad indagare la storia della nostra Penisola nell4 
epoche già remote merita precipua lode il Professore Dante Pantanelli, il 
quale riconosciuta la presenza di microrganismi nei terreni che andava stu- 
diando, più volte mi ha gentilmente favorito campioni di roccia e materiali 
da Esso raccolti. Intendo pertanto attestare all'illustre Geologo la mia più 
viva riconoscenza per la gentilezza usatami con communicarmi quei ma- 
teriali, avendo con ciò contribuito ad allargare le mie cognizioni su le 
Diatomee e più specialmente su i depositi Italiani. A Lui si deve l’avere 
indicalo l’esistenza di un deposito di Diatomee e di Radiolarie nell’ Appen- 
nino settentrionale e precisamente in quel di Modena presso Monte Gibbio 
e Baiso, e nel territorio Reggiano nella vicinanza della località detta i 
Quatti'o Castelli, già signoria delta famosa Contessa Matilde e quindi della 
nobilissima famiglia dei Canossa. Fra i campioni diversi di quei depositi 
potei constatare l’esistenza di alcuni tipi, che sin ora non solamente non 
furono noverati fra le forme Italiche, ma talune non vennero pure ricordate 
nella flora Europea, e a convincere della verità di questo sarà sufficiente 
argomento il ricordare l’avere io riconosciuto in una preparazione del de- 
posito di Monte Gibbio una nuova specie di Rutilaria, genere il più raro 
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sin ora fra quanti si conoscono, del quale un esemplare costituisce uno 
.dei più rari gioielli che può vantare una collezione. 

Devo pure alla gentilezza del Dott. Pantanelli l’avere acquistato la co- 
gnizione di un nuovo deposito di acqua dolce esistente nel territorio dì 
Spoleto nelTUmbria. Esso mi inviava un campione di marna, che mi diceva 
appartenere al pliocene inferiore, la quale marna era sovraincombente a nn 
banco di lignite dello spessore di ben dieciotto metri, il quale viene ora 
scavato per utilizzare quel combustibile a prò’ di diverse industrie. Alla 
domanda del cortesissimo Donatore volentieri assunsi l’impegno di deter- 
minare i generi e le specie di Diatomee ivi contenute, accingendomi subito 
all’impresa. Alla prima occhiata che sul il campo del microscopio gettai 
all’insieme del materiale subito mi apparvero numerose Epithemie e Cy> 
clotelle, ma tutte rimanevano perdute fra abbondantissimo detrito roccioso 
e non poco materiale amorfo. Alloia procedetti a tentare di liberare le 
Diatomee della maggiore quantità di quelle sostanze ingombranti trattando 
il materiale con acido solforico alquanto diluito, con il quale lo feci bob 
lire in un provino, e atteso che ogni sostanza carboniosa venisse ossi- 
data (ciò che veniva indicato dall’annerire del liquido), con l’aggiunta di 
piccolissimi cristallini di clorato potassico su l'acido bollente si avevano 
delle decrepitazìoni, e in pari tempo dileguavasi interamente il colore nero 
nel provino, avendo luogo in quello la più completa disossidazione. A 
questo punto gettato il liquido acido e il materiale contenuto nell’acqua , 
procedevo a numerosissime accurate decantazioni ad eliminarne l’acido ed i 
sali solubili e quindi con ripetute lavande in acqua distillata purissima e 
con successive graduali levigazioni pervenni a fare belle preparazioni di 
Diatomee quasi perfettamente libere dalla associazione di sostanze estranee. 

Ottenuto per tal modo di avere buone preparazioni di qnel depòsito, 
senza grave difficoltà procedetti a determinarne i tipi generici e specifici 
che vi si contengono. Come già dissi le forme più frequenti ad incontrare 
in quel deposito sono le Epithemie e le Cyclotelle. Le prime attraggono 
lo sguardo per la grandezza dei loro frustoli, e alla prima occhiata si ri- 
conosce esistere fra un tipo e l’altro notevoli differenze, che li dimostrano 
appartenenti a specie distinte. Ma la bellezza e il grande numero delle 
Cyclotelle richiamò principalmente la mia attenzione. Queste mi si presen- 
tavano sotto l’aspetto di elegantissimi dischi di diverse grandezze; ciascuno 
mostravasi contornato da larga fascia radialmente striata, larga circa un 
terzo del raggio. Una tal fascia circoscrive l’area centrale, che vedesi or- 
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nata da una stella di belle perle disposte quasi regolarmente a raggi eoa 
alcuni puntini qua e la disseminati. Un tale tipo specifico di Cyclotella ho 
posto a confronto con le diverse figure e relative descrizioni che abbiamo 
riguardanti un tale genere. La larga fascia radialmente striata con stria più 
forte ricorrente a regolari intervalli la ravvicina alla Cjr. corata. E. Kz. ma 
ne differisce completamente nella striazione o granulazione dell’area media. 
Ed in fatti nella Cy. corata , il centro è finamente striato, a strie stipate 
più o meno radianti : invece nel tipo da noi preso in esame, l’area è ele- 
gantemente decorata da perle o grossi e rari granuli in file radianti, in 
distribuzione meno regolare, notandovisi contemporaneamente interpolati 
senza alcun ordine alcuni piccolissimi granuli puntiformi. Conosco ancora 
la Cy. operculata , Kz. var. radiosa , Grunow, la quale • ha l’area centrale 
striata, ma in questa non si riscontra il carattere dei grossi e rari granuli, 
uh l’interpolazione irregolare di granuli piccolissimi puntiformi. Se avrei esi- 
tato nel riconoscere nella Diatomea Umbra una nuova forma specifica, in- 
contrandone soltanto alcun raro esemplare, però non mi può rimanere alcun 
dubbio od esitazione nel caso nostro, avendone avanti gli occhi infinito 
numero di esemplari dotati tutti di identici caratteri. Dovendo pertanto 
alla gentilezza del Pantanelli la cognizione di questo nuovo elegantissimo 
tipo nella relativa ristrettezza della flora diatomacea di acqua dolce tanto 
più accessibile alle nostre ricerche e conseguentemente tanto più cognita 
della flora marina, tale nuova forma specifica sarà ricordata con il nome 
di Cy. Pantanelliana Cstr. ed eccone la definizione. 

Cy, Pantanelliana. Cstr. nova species. « E maximis : a latere rectangula, 
a fronte plana , tertia radii parte circum radiata j area centrali rariusculis 
margaritis subregulariter radiata , nonnullis punctulis interpolatis . » 

Le forme diverse di Diatomee sin ora da me determinate nel materiale 
Spoletino sono le seguenti : 

Epitliemia Hyndmannii. W. Sm. 

» Zebra, Kz. 

» ocellata, Kz. 

» proboscidea, Kr. 

Cocconeis Placentula. E. 

Cyclotella Pantanelliana. Cstr. n. sp. 

Cymbella cuspidata. Kz. 

» obtusiuscula, Kz. 

» gastroides, Kz. 
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» ( Cocconema ) Ci stula , E. 

Pinnularia acuta , W. Sin. 

» radiosa , W. Sm. 

Navicala ovalis. W. Sm. 

Fragilaria ( Odontidium ) Harrisonii, W. Sm. 

Gomphonema Fibrio. E. 

» ? curvatura. Kz. 

Con questo breve elenco di Diatomee non intendo per alcun modo indicare 
che quelle siano le sole forme racchiuse in quel deposito, non essendomi 
in verun modo proposto il redigere un lavoro monografico, mentre invece 
volli soltanto dare un saggio dei tipi ivi inclusi, ricordando in partieolar 
modo i tipi che sono dominanti in quel materiale, e che gli imprimono 
una speciale fisonomia. Tali sono sopra tutte le diatomee le numerosissime 
Cyclotelle, e le forme diverse di Epithemia. Però oltre quelle merita speciale 
menzione la Fragilaria ( Odontidium ) Harrisonii. W. Sm. e per l’eleganza 
dei suoi frustuli cruciformi, e per la rarità di tale tipo. Questo da principio 
venne daU’illustre W. Smith (Sjrnopsis of thè Britisch Diatomacef , II, pag, ss) 
con qualche riserva denominato Odontidium ? Harrisonii , notando però che 
i caratteri forse potevano farlo riguardare come appartenente al genere 
Staurosira. E. In seguito il D. r Rabenhorst avendo riunito il succitato genere 
alla Fragilaria ritenne il tipo Smilhiano riguardandolo come Fragilaria 
Harrisonii , quantunque la disposizione a file a zig zag avrebbe meglio 
dovuto ascriverlo alle Tabellarie (Rabenhorst=i7ora algarum Europearum , 
voi. I. pag. 18.) Questa Diatomea e forse la nuova specie di Cyclotella , per 
la di cui presenza il deposito, che ho preso ad esame, dovrà essere ricordalo 
fra i più interessanti depositi di acqua dolce. Nò potrebbe aver luogo alcun 
dubbio nel riguardare quel deposito prettamente di acqua dolce , non es- 
sedovi tipo alcuno, il quale non venga di leggieri riconosciuto come proprio 
della flora terrestre, come apparirà a chiunque sia appena famigliarizzato con 
la conoscenza di tali organismi. Ma, quando lo studio di questi minimi or- 
ganismi verrà seguito con serietà di propositi, possiamo essere certi, che dal* 
l’esame delle forme diatomacee , che si riconosceranno far parte di alcun 
deposito si potranno dedurre più particolarizzate notizie su le circostanze, 
che esercitarono la loro influenza su quella formazione. Trovo registrato nelle 
mie memorie l’avere per più anni raccolto abondantemente V Achnantes ven- 
tricosa. E. da una piccola sorgente in quel di Gubbio mentre in altre 
sorgive site nel medesimo terreno e a pochi metri di distanza mai potei fra 
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le altre Dia loro e e incontrare un solo esemplare di quella rara specie. Chi 
potrà pertanto persuadersi che non vi sia a tale anomalia una ragione su- 
cciente, sia della diversità dello strato, dal quale fluiscono quelle acqne, sia 
da diversa costituzione chimica del terreno ? L’ illustre micrografo Alfonso de 
Brebisson mi diceva di avere osservato che il Gomphonema geminatum, Ag. 
suole incontrarsi inquelle località ove abonda il principio calcare. Ne man- 
cherebbero altri esempi a dimostrare come circostanze locali di costituzione 
di terreno, condizioni di temperatura, relativa altezza sul livello del mare 
e conseguente differenza di pressione barometrica siano meglio favorevoli 
alla vegetazione di una che di altra specie, cosichè dalla qualità delle Dia- 
lomee facenti parte di uno strato geologico si possa arguire le circostanze 
speciali, nelle quali tal formazione ebbe luogo. Intento a ricercare utili ap- 
plicazioni dello studio al quale mi dedicai, volli vedere se daU’analisi mi- 
croscopica istituita nel materiale Spoletino potessi divinare le circostcnze 
sull' influenza delle quali ebbe lnogo quel deposito; ponendo a confronto le 
mie deduzioni con le osservazioni straligrafiche e peleontologiche che l'esimio 
Professore Pantanelli su la faccia del luogo aveva dovuto fare con più sicuro 
giudizio. 

Indirizzatomi pertanto all’ illustre Geologo per dargli conto delle forme 
diverse da me determinate in quel deposito, ed in pari tempo sottoponen- 
dogli le mie deduzioni perchè le cimentasse con i criteri geognostici da 
Esso raccolti, ecco quanto in proposito mi scrivea in data del 12 Marzo. 
« Ella si è apposto bene ritenendo che le Diatomee Spoletine provennero 
» da un ampio lago ; infatti appartengono alla vasta deposizione lacustre 
» della valle del Maroggia, che poi si continuava con quella di Foligno e 
» probabilmente con quella dell'alto Tevere : ivi lo spessore dei depositi 
» lacustri ascende a qualche centinajo di metri e i pochi molluschi ivi ree- 
» colti confermano quello che Lei ha detto per le Diatomee. Il calcare 0 
» marna calcarea a Diatomee è sovrapposta a un banco di lignite di is 
» metri di spessore. Non doveva poi essere come Ella dice molto elevato 
» sul livello del mare pliocenico 1? perchè la sua grande estensione male 
» si accorda con la orografia pliocenica, che non comportava in quel pe- 
» riodo vaste estensioni di terre emerse. 2? perchè il pliocene marino nella 
» valle del Tevere (S. Gemini, etc.) è ad una altezza superiore a questi de- 
» positi. » 

Non occorre certamente che io mi trattenga guarì a dire qual piacere io 
provassi nel leggere quelle parole. L’assicurazione che il giudizio da me 
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formulato dalla ispezione e determinazione dei microorganismi esistenti in 
quel materiale fosse consentaneo al vero, la quale assicurazione autorevolissima 
veniva appoggiata ad argomenti del maggior peso dedotti dallo studio accurato 
della località per parte deH’illustre Geologo e Paleontologo nel dovere dar conto 
dello scheletro di due Mastodonti e di un Tapiro rinvenuti fra quelle ligniti, 
mi convinceva essermi io bene apposto nel giudicare della importanza che può 
avere Io studio delle Diatomee per il progresso della Geologia. Un tale 
esempio di perfetta consonanza fra le osservazioni del Micrografo e le in* 
dicazioni stratigrafiche e paleontologiche, se non mi inganno , varrà a 
persuadere il Geologo della opportunità di rintracciare nel campo delle sue 
ricerche e peregrinazioni la presenza di minimi organismi , invocando alla 
circostanza l’aiuto dello specialista a meglio determinarli. Cosi pure il Mi- 
crografo dall’esempio addotto potrà essere eccitato a imprimere al proprio 
studio una direzione tale, che possa servire al progresso di altri rami di 
Scienza, se non anche a pratiche applicazioni a benefizio del civile consorzio. 

E proprio delle verità tutte che più o meno dapresso l’una dall’altra di- 
pendano come die sono emanazioni del sommo Vero. Cosi qualunque ramo 
di Storia naturale, che si prenda a coltivare , quando lo studio ne venga 
fatto con serietà di propositi, non tarderanno guari a far conoscere i legami 
che stringono l’uno all’altro cosichè siasi da attendere utili applicazioni da 
qualunque specialità, cui ci dedicammo. Queste applicazioni scaturiscono 
spontanee a misura che veniamo meglio ad approfondire lo studio intrapreso, 
ricercandone le attinenze. Però l’ordine logico evidentemente richiede che la 
cognizione di una cosa preceda la sua utilizzazione, e non viceversa. Ma le 
Diatomee, le quali ci sono note soltanto da pochi lustri, cioè dal momento 
che specialmente per l’opera del Modenese Professore Gio. Balt.* Amici si 
potè ottenere ottimi microscopi acromatici, quelle fra le tante maraviglie del 
microcosmo ci vennero rivelate dal prezioso istrumento, ma non furono studiale 
se non che da pochi, e lo studio che se ne fece per lo più non venne diretto 
se non che alla determinazione e descrizione dei diversi tipi. Non è pertanto da 
maravigliare setutl’ora la Diatomologia venga riguardata quale studio di puro 
lusso. Che però tale non sia questo studio ritengo che fra li altri argomenti 
che potrebbero opportuuamente addursi l’esempio citato valga a dimostrarlo 
in ordine alla Geologia. Possa una tale verità imprimersi nella mente di 
quanti con lodevolissimo impegno si dedicarono alla coltura di una Scienza, 
la quale ad onta che sia la piu giovane fra tutte ora grandeggia fra le 
Scienze sorelle. F. Castracare. 
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ILLUSTRAZIONE DI DUE MONUMENTI EGIZIANI 

MEMORIA 

DEL PROF. FRANCESCO LADELCI 

Signori Accademici 

]Xei diversi lavori che nelle accademiche sedute degli anni scorsi ho 
avuto l’onore di presentare mi si è data occasione di far rilevare l’attività 
grandissima vitale di cui sono dotati tutti gli esseri organici, non esclusi 
anche quelli di più semplice struttura e di piccolissima mole, come sono 
le piante crittogame, fra le quali sono più considerevoli i microfili, e nel 
regno animale i inicrozoidi. 

Per quanto mirabile però ci si mostri questa vitale attività nella ma- 
teria organizzata, non minore sorpresa ci arreca l’azione di cui è dotata 
la materia stessa inorganica; sia nei grandi corpi celesti , per il loro 
moto violentissimo di rotazione, od anche di traslazione; sia nelle sin* 
gole loro molecule componenti per la forza di coesione, e di chimica af- 
finità che esse posseggono. E si osserva ancora che la detta forza od atti- 
vità della materia inorganica tanto più in essa si manifesta, quanto più è 
suddivisa; cosi che diviene massima allorché è ridotta allo stato che i fìsici 
han chiamato imponderabile, nel quale vengono specialmente compresi la 
luce, il calore, l’elettrico, il magnetico; relativamente ai quali, ed alla loro 
azione o cosmica, od universale, io rammentava ancora come i moderni fisici 
avessero riconosciuto conveniente quanto pensato già avevano gli antichi; 
di ammettere cioè l’esistenza di un solo ente attivo che, a seconda de’suoi 
stati e moti vibratori, ci si presenti sotto le varie apparenze, e ci offra i 
variatissimi fenomeni o luminosi, o calorifici, o magnetici, od elettrici, o 
chimici, o di attrazione ed infine anche i così detti vitali negli orga- 

nici. Questo ente è stato da essi fisici distinto con il nome di etere universale. 

Di fatti, per ciò che riguarda gli esseri organici, tutti i più accreditati 
fisiologi han riconosciuta la necessità di ammettere in essi, oltre la materia 
visibile, anche un'altra invisibile, sottilissima, eterea, senza la quale non si 
potrebbero spiegare molti fenomeni e fisiologici e patologici che in essi si 
eseguiscono. Ed è così che Ippocrate espresse l’etere vitale con il nome di spi- 
rito = Caeterum caro augescens a spiritu articulatur. = UBlumembak lo com- 
prese nella frase di nisus formativus ; e l’Helmonth lo denominò archeo, 
che pur significa forza, potenza; ed il Bagheri riconobbe non potersi 
rinvenire nelle sezioni anatomiche = Humana vita (egli dice) nutritur et 


Digitized by ^.ooQle 



coalescit quadam aura, quae anatomico cultro liaud quaquara subijcitur. = 
Parimenti molti altri autori variamente denominarono questo ente vitale con 
gli appellativi di spirito vitale, fluido nerveo, elettricità animale, fluido 
magnetico animale, come può vedersi nelle opere dell’Harveo, del Bartolino, 
dello Spigelio, del Wiussen, del Villis, del Borelli, del Boerhave, dell’ Hai - 
ler, del Galvani, del G. P. Frank, e dei più recenti ancora, fra i quali 
il cbiarissimo Bufalini nella sua opera = Patologia analitica = si esprime cosi 
= Pare realmente che, o calorico, o luce, od elettrico; o che che sia altro 
sottilissimo imponderabile principio, entri di continuo nella nostra macchina, 
o vi si produca; e che, rapidamente scorrendo ne’minulissimi suoi canali, 
ne governi in modo assai poderoso le azioni vitali. = 

Considerando quindi la struttura dei vegetabili, e degli animali, io argo- 
mentava, che il detto etere vitale, svolto in ogni organica molecula, per il 
contatto di sostanze di natura diversa, e per le continue composizioni e 
decomposizioni chimiche, ed in line per l’attrito prodotto specialmente dalla 
rapidissima circolazione dei fluidi venisse raccolto, e trasportato neU'inlero or- 
ganismo per mezzo dei filamenti vascolari nei primi, e per i filamenti e cordoni 
nervosi nei secondi. In questi poi, è dimostrato con prove di fatto che dal 
comune sensorio l’etere stesso vitale, per mezzo dei nervi per ciò stesso di- 
stinti con il nome di abduttori, nuovamente è trasmesso in tutti gli organi, 
in tutti gli organici tessuti, dal che sempre nuova vigoria vitale essi acqui- 
stano, non solo per l’esercizio delle funzioni semplicemente organiche, che 
sono indipendenti dalla nostra volontà; ma ancora per quelle organico-animali; 
subordinate cioè all’impero deH’anima; e cosi da questa reciproca azione, e 
da questo perenne circolo proviene quel = consensus unus, consentientia 
omnia = e l’altra massima fisiologica » in fiumano corpore omnia simul 
principium et omnia finis = che stabili l’antico padre della medicina Ippo- 
crate di Coo. 

Ciò che ora più m’interessa di rammentare si è che il detto etere vitale 
negli animali, non solo sostiene le vitali funzioni, ed è trasmesso nelle 
varie parli del corpo; ma può essere trasmesso ancora da uno ad altro 
individuo, e ciò rendesi forse necessario segnatamente nelle funzioni reci- 
proche, come sono quelle che riguardano la riproduzione della specie. 

E questo appunto il fatto di somma importanza fisiologica, che io mi 
propongo confermare con la interpretazione di due monumenti archeologici 
provenienti dall’antico Egitto, che io sottopongo all’ammirazione de’miei Col- 
leghi Accademici ; essendo che in essi, per quanto a me sembra, vengono 
contenute ed espresse le cognizioni tutte fisiologiche che oggi si hanno in- 

17 




Digitized by ^.ooQle 



— 122 — - 

torno la generazione; non esclusa la detta trasmissione dell’etere vitale dal- 
l’uno all’altro sesso nell’atto del concepimento di un nuovo essere organico. 

Prima di descrivere questi due monumenti è necessario che io rammenti che 
l'Egitto fu sempre considerato dagli antichi come la scuola la più rinomata 
in materia di politica e di sapienza; e come la origine della maggior parte 
delle arti , e delle scienze. « Le sue più nobili fatiche, dice il Rollio, e 
la sua più bell’arte consistevano nell’istruire gli uomini. Lo stessa Grecia 
di ciò consapevole inviava i suoi più eruditi uomini, come Omero* Pittagora, 
Platone, Ippocrate, Licurgo, Solone e molti altri nell’Egitto a (ine di per- 
fezionarsi, e di apprendere in ogni genere di letteratura e di scienza le 
cognizioni le più rare. Iddio stesso nelle sacre pagine rese glorioso atte- 
stato a Mosè lodandolo per essere stato istruito in tutte le scienze degli 
Egizi. = Sin qui il prelodato istorico. Per altro questa scienza non era git- 
tata in piazza, come si fa a nostri giorni per deturparla e riempirla di 
errori; ma era gelosamente custodita dai sacerdoti, i quali, solo per mezzo 
di un linguaggio loro proprio, e di gerogrilìci, al pubblico inintelligibili, 
la comunicavano solo a coloro che allo studio delle scienze si dedicavano. 
» La figura di Herpocratc, od Oro, dice lo stesso Rollin (qualunque sia la in- 
terpretazione data dai più recenti mitologi a questa divinità) che nei san- 
tuari egiziani, col dito disteso sulla bocca vedevasi, pareva avvertisse rio- 
chiudersi in essa misteri, la di cui cognizione non era a tutti permessa. =. 
Adunque i gerogrilìci, de’quali erano ornati i sontuosi obelischi, le colonne, 
i fregi delle cornici, le basi delle statue; e segnatamente i monumenti posti 
nell’interno dei tempi, e delle abitazioni sacerdotali, non erano solo sto- 
riche descrizioni, o rappresentanze mitologiche ; ma erano destinate eziandio 
a racchiudere le cognizioni scientifiche le più recondite. 

Ciò posto, vengo alla interpretazione, che a me sembra la più naturale 
dei detti due monumenti, desunto il primo da uno dei brani delle tavole 
marmoree, con figure colorate in rosso e nero, i cui facsimile , in tre di- 
stinti grandi fogli, furono inviati dalla Spagna anche in Roma nel 1884 . 
Le dette tavole marmoree furono in quell’ epoca rinvenute presso Tarra- 
gona, nell’eseguirsi dei profondi scavi, ed ora sono conservate in Madrid 
nell’ Accademia dell’Istoria. (V, Tav. i.*) 

Lo stile, i costumi, i caratteri come sono quesri rappresentati li han fatti 
riconoscere da tutti gli archeologi provenienti dalla Fenicia. È ben noto quanta 
intima relazione passasse fra Tiro specialmente e Cartagine, e quali rapporti 
commerciali, e poi di dominio vi fossero fra l’Egitto e la Spagna, il cui 
passaggio, dall’una all’altra regione e bene espresso in uno dei detti frammenti. 


Digitized by ^.ooQle 


— 123 — 

Quello da me interpretato, e che ritengo rappresentare i fenomeni della 
generazione, è esposto cosi, quale si vede nella copia qui annessa. 

Il centro di questa tavola ci offre due figure umane, un uomo cioè ed 
una donna poste di prospetto l’una dell’altra. Dietro l’uomo v’è un palmizio 
da dettoli (Phoenix dactilifera L.) ma senza frutto, ciò che indica in esso 
il sesso maschile, essendo questa pianta dioica. Dietro questo palmizio ve- 
desi un serpente alato, eretto, e con le corna, forse invece delle orecchie 
di cui è dotata una specie di vipere egiziane. Cosi fu descritto da Ovidio 
il serpente sacrato a Marte, ed ucciso da Cadmo 

» ubi. conditus antro 

Martius anguis erat, cristis praesignis et auro ». 
che l’Anguillara tradusse con elegantissimo verso 

« Di creste d’oro orribilmente adorno ». 

Intanto questo carattere lo Indica dello stesso sesso maschile, come l’uomo 
ed il detto palmizio. Dall’ altra parte, dietro la figura della donna, vedesi 
una palma coi frutti; vale a dire di sesso femineo-, ed a tergo di 
questa una serpe anche eretta, che è senza corna , ed ha le mam- 
melle protuberanti ; cosi che in essa ben si distingue il sesso femineo. Un 
ala superstite nel frammento, e posta più in alto, sembra indicare che 
anche gli uccelli erano compresi in questa tavola dimostrativa. — Superior- 
mente poi vedesi il sole raggiante, con alcune stelle, ed i' segni dello zo- 
diaco, de’ quali però resta solo il pesce. Tra l’uomo e la donua in basso 
vi è rappresentata una fiamma. Dall’ipogastrio dell’uomo parte una linea 
ricurva che, toccato il ventre della donna, si ripiega sopra se stessa for- 
mando una larga spira, nel centro della quale vedesi un volto umano, ri- 
sultato della fecondazioue. E che qui si tratti di questa vitale funzione 
è ben confermato dal fluire del latte dalle mammelle della donna, 
espresso con varie linee punteggiate, che a guisa di pioggia, dai capezzoli 
scendono in basso. Quello poi che è più singolare in questo frammento si è 
il vedere che negli interstizi della detta spira sono figurati tanti piccoli animali 
di varie forme e grandezze, diretti tutti verso il centro della spira stessa, 
ma in posizioni diverse, a seconda delle loro forme e dei vari movimenti che 
essi possono eseguire, come veggonsi i microzoidi infusori che hanno moti 
vivissimi; per lo che, ammesso che qui realmente si tratti dei fenomeni 
della generazione, su di che nessun dubbio hanno espresso gli archeologi 
tutti cui io ho manifestata questa mia interpretazione, io debbo ravvisare 
nei detti aniraalculi i zoospermi che ci presenta l’umor seminale virile. 
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Inoltre, ed è ciò che fa più a proposito delia mia tesi, veggonsi nella 
stessa tavola tanti piccoli volatili che dalla bocca deU’aomo vanno a quella 
della donna, e ciò per esprimere che nell’alto della fecondazione, anche uu 
quid di volatile, che noi diciamo etereo, si comunica dall'uno all’altro sesso. 
£d invero se questo fluido vitale è essenziale, e da esso solo dipendono le 
vitali funzioni individuali, è ben ragionevole il riconoscere *che di questo 
stesso fattore debba esservi comunicazione nelle vitali funzioni reciproche; 
ove cioè rendesi necessaria la concorrenza dei due sessi. 

La presenza del serpente e della palma indicherebbe che quanto avviene 
nell’uomo accade ancora in tutto il regno animale ed in quello vegetale; 
preso per tipo del primo il serpente, del secondo la palma ; e tutto ciò 
sotto la influenza, e con il necessario concorso dell'etere fisico espresso 
con la presenza delle stelle, della luce solare, e della Garamq, che abbiamo 
veduta interposta fra le dette figure; essendo che l’assenza di questo agente 
cosmico, ed universale porterebbe la cessazione del moto, e quindi della vita 
non solo degli organici; ma ancora di quella di tutto il creato. 

Relativamente ai detti zoospermi io non pretendo sostenere che gli an- 
tichi Egizi possedessero il microscopio col perfezionamento cui oggi si è 
portato, ma dico solo che, se essi sorpresero tutte le altre nazioni con le 
gigantesche architetture costruite dai successivi Faraoni nei ricchissimi 
tempi, e nelle necropoli di Said, di Tebe, di Menti, di Abiad, di Eliopoli....; 
e se essi ebbero perfetta cognizione dell’astronomia, come vedevasi chiara- 
mente nel sontuosissimo monumento sepolcrale eretto alla memoria di Osi- 
mondio, che secondo il detto Rollin appartenne alla prima epoca storica 
dell’antico Egitto, e dice che questo sepolcro era recinto da un cerchio 
doro che avea un cubito di larghezza, e 365 cubiti di circonferenza; sopra 
ciascuno de’quali era segnato il levare ed il tramontare del sole, della luna, 
e delle costellazioni in ciascun giorno dell’anno: perché sin d’allora gli 
Egizi lo dividevano in 12 mesi, ciascheduno di 30 giorni, e dopo il dodi- 
cesimo mese ad ogni auno aggiungevano cinque giorni e sei ore. E così 
ancora, se gli Egizi raggiunsero la perfezione nell’agricoltura, e nella idraulica, 
ed in tutte le arti meccaniche ed industriali, come può vedersi nelle rac- 
colte di oggetti, e di manifatture che si conservano nei pubblici musei egi- 
ziani; si può dubitare che essi usufruissero di questi per il progresso ed 
il perfezionamento anche scientifico? E quando io osservo che fra i detti 
oggetti trovansi utensili di vetro che presentano forme concave e convesse; 
come globi per collane, e bottiglie globulari per contenere i liquidi, io 
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non debbo esclùdere affatto l’idea che potessero essi servirsi di questo mezzo 
e di questa sostanza per ottenere un’ingrandimento dei piccoli oggetti. 

Ma posta da parte tale questione, se nel facsimile sono tutte le parti 
di questa tavola fedelmente riprodotte; può darsi ai detti animalculi altra 
interpretazione che quella dei zoospermi ? Io la credo la più confacente, 
e la più naturale al soggetto ove essi sono posti. 

11 fatto però che più interessa la mia tesi, come già dissi di sopra, è 
la presenza dei piccoli volatili, che dalla bocca dell’uomo passano a quella 
della donna, per significare che nell’atto della fecondazione anche un quid 
di volatile, etereo, invisibile si comunica dall’uno all’altro sesso. 

Ora questo stesso fenomeno, a me sembra essere stato espresso ancora 
ueiraltro monumento che h riportato nella Illustrazione istorica monumen- 
tale del basso ed alto Egitto dal P. Domenico Valerani. (V. Tav. 2.*) 

Questo è rappresentato in una scultura in rilievo posto in una volta di 
una sala annessa al maggior tempio di Tentira ; borgo dell’alto Egitto nella 
Tebaide, ove conservasi intatto il tempio d’Iside. = La bellezza indicibile 
del lavoro (dice il Valerani) tanto architettonico quanto ornamentale, in- 
duce a credere che fosse eretto sotto il reguo del primo dei Tolomei. Esso 
tempio quadrilungo è tutto di pietra bianca. Grosse colonne, ricche cor- 
nici, gerogrifici a profusione, ampio vestibulo, sale molteplici, bassirilievi 
storici, processioni sacre, riti misteriosi, il tutto ben rappresentato fanno 
di questo tempio il più importante cdifizio superstite dell’antico Egitto. 

Or bene anche in questo bassorilievo a me pare che venga rappresen- 
tato il fenomeno fisiologico della trasmissione dell’etere o fluido vitale dal- 
l’uno all'altro sesso nell’atto della fecondazione. 

Le due figure ivi scolpite sono poste in una posizione veramente biz- 
zarra ; sebbene con la massima decenza per 1’ atto che rappresentano. 
L uomo giace supino sul. suolo con un braccio disteso verso i piedi, e l’al - 
tro nella direzione opposta. È poi ripiegato sopra se stesso alla metà del 
corpo, in modo che i piedi superano la testa. Dai suoi lombi, e da tutta 
la superficie della parte superiore della figura partono tante linee rag- 
gianti che raggiungono la superficie anteriore del corpo della donna, la 
quale è posta in forma di arco, ben distante dall’uomo, essendo la figura 
di lei grande al doppio di quello. Nel ventre della donna veggousi degli 
ovuli co’relativi geni, ed uno nel centro fecondato, i cui geni genuflessi 
pare che preghino per il felice sviluppo del feto. 

Anche qui l’attitudine delle figure, le dette linee raggianti, l’ovulo fe- 
condato nel ventre della donna fanno chiaramente conoscere trattarsi dei 
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fenomeni della generazione, e ciò viene pienamente confermato da quanto 
può leggersi ancora nei caratteri po6ti negli spazi fra le dette linee, de’quali 
caratteri cosi ne parla l’egregio professore Orazio Mantechi il quale, dietro 
mia richiesta, ha gentilmente annuito per la iuterpretazioiic di questi gè- 
rogrifìd. = I caratteri, egli mi dice iu una sua lettera, forse malamente 
copiali, e con moltissime lagune, sono poco intelligibili, e solo vi si co- 
nosce con sicurezza, ripetuta più volte, la parola Keper che significa ge- 
nerare, creare, produrre = Quindi nessun dubio può restare intorno al 

significato del soggetto che espongo. 

Soggiunge poi lo stesso archeologo nella detta lettera; =* La rappresen- 
tanza figurata si può spiegare heuissimo col confronto di altre già note. 
Noi sappiamo che nei tempi ove era adorata una triade divina ai rappre- 
sentava talvolta la dea che avea partorito la terza persona di quella triade, 
e spesso questo giovane dio simboleggiava il re, assimilato, come è nolo, 

alla divinità Il nostro Lasso rilievo a me pare rappresentare Iside che 

ha partorito Horm, cd è quindi idcutificato con tlalhor, la dimora di Uorm, 
ed esprime il concetto cosmico deU’arahicate celeste entro cui il sole agisce. 
Nel ventre della dea si vede l’uovo contenente il fèto, cd anche alcuni 
geni adoranti, e questo gruppo è ripetuto in altre parti del monumento. 
Mi pare dunque che questa scena si possa spiegare con il noto simbolismo 
dell’arte egizia. = 

Io ammiro la dotta interprelazioue del sullodato archeologo; ma astrazione 
fatta dalle favole mitologiche, conoscendo che i sacerdoti egizi erano versa- 
tissimi nelle scienze anche mediche, e che esprimevano la loro dottrina per 
mezzo di figure e di geroglifici; e seguendo i lumi che ci somministra la 
fisiologia, trovo conveniente e naturale dare al detto rilievo una interpre- 
tazione che all’apparenza mitologica unisca la importanza scientifica. Io 
non posso così facilmente persuadermi che i dotti della Grecia, e segnata- 
mente i medici, intraprendessero il disastroso viaggio dell’Egilto a solo 
fiue di conoscere la favolosa mitologia egiziana, od i riti sacri di quella 
nazione spesso anche ridicoli, ma le addotte ragioni piuttosto mi persua- 
dono cha i sacerdoti realmente possedessero recondite cognizioni scientifiche, 
e die, a solo line ili conoscere queste i dotti greci colà si trasferissero. 

Sia pure che la figura dell’uomo rappresenti il sole, e non vi pare o 
Signori di vedere nei raggi che emanano dal suo corpo, e che si dirigono 
a quello della donna gestante la influenza necessaria dell’etere calorifico e 
luminoso per la vitale funzione che ivi si compie? Siccome però questo 
etere deve necessariamente venire modificalo segnatamente ne’suoi movimenti, 
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negli esseri organici, a seconda della natura di questi e delle funzioni vi- 
tali che in essi si producono, come già sostenni nella tesi sulla vita delle 
piante; cosi, emanando in questo monumento .non dal disco solare, come 
lo abbiamo veduto espresso nella prima tavola ; ma dal corpo di una figura 
umana, dovrà dirsi etere vitale o zoodinamico, come nella detta tesi lo 
denominai, por distinguerlo dall’etere che vivifica le piante che dissi flto - 
dinamico, e da quello che da moto e vita al regno inorganico che espressi 
col nome di etere fisico-dinamico. 

Cosi ancora sia pure che nella figura della donna venga rappresentata 
Iside, come giustamente riconosce lo stesso archeologo, essendo a questa 
dea l’annesso tempio dedicato ; o sia che possa anche ravvisarsi in essa 
la dea Noutb, simbolo della terra, come lo interpreta il nostro socio ac- 
cademico il cotnmendator Descemet, resta sempre fermo che essa, nell’atto 
in cni h posta, viene influenzata dall’azione virile; e che l’ovaio fecondato 
che presenta nel seno fa conoscere che qui si tratta piuttosto del conce- 
pimento, di quello che di un parto compiuto. Viene dunque confermato anche 
in questo rilievo clm al compimento della vitale funzione per la perpetua- 
zione degli individui, e quindi delle specie, è necessaria la trasmissione 
dell’etere vitale fra i due generanti; lo che noi abbiamo veduto espresso 
ancora nella tavola tarragonese con la presenza dei piccoli volatili che della 
bocca dell’uomo passano a quella della donna. In questa poi abbiamo anche 
osservato che tutto il complesso delle figure chiaramente esprime lo stesso 
concetto della fecondazione nei due regni organici, il vegetale cioè e l’a- 
nimale. Alla quale dottrina se si unisce anche quella della scoperta dei 
zoospermi, e della necessaria influenza dell’etere fisico, espresso con la pre- 
senza dei corpi celesti, c della fiamma, affinchè si possano effettuare le vitali 
organiche funzioni, dovrà convenirsi che gli antichi Egizi realmente posse- 
dessero, almeno in questa importantissima parte fisiologica, le cognizioni tutte 
che intorno ad essa oggi si hanno, e che forse da taluni credonsi nuove; oud’è 
che anche qui, come in altre parti si verifica il detto di Orazio = Multa 
renascentur quae jam cecidere = Che se dagli archeologi e dagli altri scien- 
ziati vengano queste interpretazioni approvate, tanto più interessante riu- 
scirà la ricerca degli oggetti e dei monumenti egiziani, in quanto che noi 
potremo in essi rinvenire non solo ciò che riguarda i costumi, la storia, ed 
i riti degli Egizi; ma ancora le loro cognizioni e le scoperte scientifiche, 
che elevarono a tanta fama questa ora sventurata nazione, abbrutita dal- 
l’islamismo, e resa preda del primo occupante. 
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COMUNICAZIONI 

Provenzali P. F. S. - Presentazione di un opuscolo di Monsignore 
Grassi Landi : 

Il P. Francesco Saverio Provenzali nell’annunziare un nuovo opuscolo (1) 
di Monsignor Bartolomeo Grassi Laudi sulla musica considerata sotto il rap- 
porto scientifico, fece notare che fino dal issi avea egli informata l’Accademia 
come il Grassi, colla scoperta della legge dei raddoppi si interi che fra- 
zionari delle vibrazioni che generano i suoni piacevoli, avea posto il fonda- 
mento alla teoria degli accordi e della naturale successione dei suoni armonici. 

Venendo quindi a dar conto del nuovo opuscolo il disserente mostrò che 
l’autore, coll’altra sua recente scoperta, ha sperimentato che i passaggi alle 
diverse specie di tonalità si fanno per mezzo di tre specie di ritmi , che 
risultano dai raddoppi di quarti e di terzi negli accordi maggiori e di sesti 
nei minori , è pervenuto a completare la teoria fisica dell’ armonia e del 
conlrapunto, come pure a fissare quale debba essere il diapason o corista 
da scegliersi come norma pe'r l’accordatura perfetta delle voci e degli stru- 
menti. Conchiuse coll’ augurare all’autore che dopo avere trovata la causa 
fisica della piacevolezza dei suoni armonici, che è l’anello di congiunzione 
fra la teorica della musica e la pratica , possa presto coglierne il frutto , 
applicando i nuovi principii teoretici alla pratica per vantaggio degli stu- 
diosi e perfezionamento dell’acustica. 

Galli Prof. D. I. - Presentazione di una sua memoria. 

Il Prof. D. Ignazio Galli, riferì intorno ai numerosi fenomeni sismici da 
lui raccolti nell’osservatorio fisico-meteorologico di Velletri durante il pe- 
riodo sismico della Spagna meridionale. Egli, oltre a molti altri strumenti 
di vari sistemi, si serve del Sismodinamografo, il quale registra continua- 
mente e separatamente i moti ondulatorii e sussultorii di qualunque intensità 
con traccie proporzionali al valore dinamico e all’ora precisa in cui av- 
vengono; e per le scosse non molto deboli, fornisce indicazioni degli altri 
elementi, cioè direzione esatta, rombo di provenienza ecc., e in certi casi 
straordinari anche la forza dell’ urto in unità dinamiche. La più importante 
proprietà dell’istrumento sta in ciò, che appena segnata la traccia di una 
scossa torna quasi istantaneamente in quiete , cosicché è sempre pronto a 


(i) Questo opuscolo è stato impresso nella tipografia Vaticana, nuovo argomento che il S. P. 
Leone XIII non lascia passare occasione alcuna per promuovere i buoni studi specialmente 
nel clero. 
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registrare distintamente tutti i fenomeni che avvengono anche a breve di- 
stanza di tempo, come sarebbero gli urti ch’egli chiama microsismici , dei 
quali si hanno da due a cinque centinaia all’ora. 

Ora nel periodo dei grandi terremoti spagnuoli il sismodinamografo ha 
mostrato un’abbondanza straordinaria di piccole scosse, con tale variazione 
di frequenza e con tali aggruppamenti, da rendere evidente la loro connes- 
sione coi fenomeni disastrosi della penisola iberica , come apparisce da un 
quadro statistico cbe il Galli presenta. Dallo stesso quadro risulta che i 
massimi di frequenza sono in relazione colla distanza e colla declinazione 
della luna, come lo stesso prof. Galli aveva trovato in altri periodi sismici. 
Questi ed altri risultati verranno esposti e discussi nella memoria che egli 
sta preparando per le pubblicazioui accademiche. Terminò accennando i molti 
esperimenti da lui fatti per assicurarsi che gli strumenti sismici dell’osser- 
vatorio vclilerno sono collocati in eccellenti condizioni di solidità e che 
uon risentono l’ effetto di cause estranee accidentali, (i) 

Il medesimo prof. Galli , oltre al suddetto quadro statistico , presentò 
anche il disegno del sismodinamografo; ed invitò i presenti a richiedergli 
schiarimenti ed aprir la discussione , ove credessero opportuno , sopra le 
cose da lui accennate. 

Il Prof, de Rossi allora ricordò d'aver mostrato la sua stima e le sue spe- 
ranze intorno al Sismodinamografo fin dal issi nel Congresso meteorologico di 
Napoli, allorché il Galli per la prima volta ragionò degli esperimenti che 
egli avea in corso su quell’ {strumento. Aggiunse poi che l’odierna luttuosa 
circostanza dei terremoti di Spagna ha servito a dare una prova sperimen- 
tale sull’ attendibilità dei dati forniti da quell’ apparecchio indipendentemente 
dall’ analizzarne le condizioni statiche di collocamento. Basta vedere all’ in- 
grosso come l’ attività spiegata dall* istrumento dopo parecchi anni da che 
funziona, sia avvenuto in un tempo non solo cosi caratteristico per i ter- 
remoti di Spagna, ma eziandio mentre é evidente per altri dati, che il suolo 
d’Italia ha risentito l’eco delle commozioni telluriche iberiche. Lo strumento 
del Galli avendo fornito segni di agitazione in Velletri assai maggiore e 
continua che in qualunque altro luogo , mostra che seppure la regione in 
cui esso si trova fosse Stata piu delle altre d’Italia commossa, sarebbe stato 
sempre pregio del sismodinamografo l’ uverne tanto dettagliatamente rivelate 
le fasi. Aggiunse poi che senza aspettare le prove teoriche sperimentali 


La memoria estesa viene inserita nel 1° volume delle memorie dell'Accedemia. 
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che darà il Galli delie funzioni del suo sismodinamografo, basta osservare 
come l'odierna serie delle indicazioni di quell’ istrumento , oltre al coinci- 
dere coi suddetti terremoti di Spagna, coincide pure con spessi piccoli ter- 
remoti avvertiti in Vellelri stessa e taluno nei ricini Monti Lepini. Simile 
agitazione straordinaria il de Rossi riferì essersi verilicata nei vicini osser- 
vatoci laziali di Roma e di Rocca di Papa, fra i quali i secondi sono col- 
locati in profondità sotterranee, esenti senza dubbio da qualsiasi supponibile 
disturbo accidentale sia fìsico, sia meccanico. E final meu te lo stesso graduale 
passare dal minimo al massimo e viceversa la serie delle indicazioni del 
sismodinamografo disse mostrare essere esse l’effetto d’una causa diversa 
dalle azioni locali, che non potrebbero mostrare nè tali differenze tra giorno 
e giorno, nè tali regolarità di andamento. 

Lanzi D. r M. - Presentazione di un suo opuscolo. 

II Oott. Matteo Lanzi presentò all’accademia un suo opuscolo, il quale 
contiene un elenco dei funghi nascenti nel territorio della flora romana. 
Ammontano a circa quattrocento specie, sebbene egli ritenga che debbano 
essere in numero molto maggiore. Ricordando i precedenti lavori di altri 
micetologi, che descrissero i funghi romani, disse di avere compreso in tale 
elenco soltanto quelli da lui veduti. Oltre al nome dei generi e delle specie, 
classificati secondo il sistema esposto dal Prof. Winter nella seconda edizione 
della flora Crittogamica del Rabenhorst eli' è tutt’ora in corso di pubbli- 
cazione; vi si legge il tempo e il luogo in cui furono raccolti ed il nome 
volgare di quelli che lo hanno. 

I)b Rossi M. S. — Presentazione di un opuscolo del socio prof. Ragona. 

Il segretario presentò da parte dell’autore Prof. D. Ragona, socio corri- 
spondente, un opuscolo intitolalo: Sul clima di Assai? . 

COMITATO SEGRETO 

Venne presentata la domanda di cambio tra i nostri Atti , e la Rivista 
del Comitato di Artiglieria e Genio, che venne accordata. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 

Ordinari : Conte Ab. F. Castracane, Presidente. - Prof. F. Ladelci - P. G. 

Foglini - P. F. S. Provenzali — P. G. Lais — P. G. S. Ferrari - Prof. 

V. De Rossi Re — Prof. M. Azzarelli — Prof. G. Tuccimei — Dott. M. 

Lanzi - Cav. G. Olivieri - Prof. M. S. de Rossi, Segretario. 
Corrispondenti : Prof. D. I. Galli - Prof. A. De Audreis. 

Aggiunti : Marchese L. Fonti. 

La seduta apertasi legalmente alle ore 4 p. venne chiusa alle ore 6 p. 
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OPERE VENUTE IN DONO 

1. Atti della R. Accademia dei Lincei . — A. CCLXXXII, 1884 — 85. Serie IV, Rendiconti. 
Voi. I. Fase. 6, 7. Roma, 1885. 

2. Atti del R . Istituto Veneto di Scienze , Lettere , ed Arti. — T. Ili, Serie VI, disp. 1, 2. 
Venezia, 1884 — 85. In 8.° 

3. Bulletin de la Sociétè impériale des Naturalista de Moscou . A. 1884, n.° 1 . Moscou, 1884. In-8.° 

4. Ballettino della Reale Accademia Medica di Roma. — A. X, n.° 9. Roma, 1884. In 8.° 

5. Crònica cientifica. — A. Vili, n. 173. Barcelona, 1885. In 8.° 

6. Journal de la société physico-chimique russe. — T. XVII, n.° 1. S. 1 Pétersbourg 1885. In 8.® 

7. La Civiltà Cattolica. — A. XXXVI, serie XII, Voi. IX, quad. 833. Fireuze 1885. In 8.° 

8. LANZI (M.) — Fungi in ditione florae romanae enumerati. — Roma, 1884. In 4.° 

9. Polybiblion. — Revue bibliographique univer selle. Partie littéraire. — Deuxième sèrie. 
T. XXI, deuxième livraison. Fevrier. Paris, 1885. In-8.° 

10. Partie technique. — Deuxième sèrie , T. XI , l r « et 2« livraisons. Janvier et Février. 

Paris 1885. In-8.° 

11. RAGONA (D.) — Sul clima di Assab. — Modena, 1885. In-S.° piccolo. 

12. Rivista di Artiglieria e Genio. — A. 1885, Gennaio. Roma, 1885. In-8.° 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’NUOVI LINCEI 
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SESSIONE V DEL 49 APRILE 1885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELM1NELLI 


MEMORIE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


VARIAZIONE ORARIA DELLE NUBI 

NOTA 

DEL P. GIUSEPPE LAIS 

INon avvi in Roma chi abbia sottoposto a ricerche statistiche quanto di 
capriccioso offre f umidità atmosferica nella conformazione delle nubi, sia 
nella forma di cumuli, cirri e strati, sia in quella di transizione cirro-strati, 
cirro-cumuli, strato-cumuli. E poiché in tutto ciò che la natura presenta 
di capriccioso e variabile vi ha sempre in fondo qualche cosa di immuta- 
bile e di definito;- così anche nell’indole di quegli intorbidamenti atmo- 
sferici che fanno prendere al vapor d’acqua aspetti abbastanza caratteristici, 
sia nelle ore della comparsa, sia in quelle di maggior frequenza, é'da cre- 
dersi che vi presieda un elemento di regolarità. 

Per non entrare in una selva di complicazioni, mettiamo da parte le 
forme di transizione, e riduciamo a tre i tipi principali delle nubi, cumuli, 
cirri, strati, richiamandone le definizioni. 

Cirri. — Per cirri s’intendono quei filamenti delicati e semitrasparenti che 
somigliano a barbe di piuma o alla trama di un velo. Piccoli aghi di ghiaccio 
più volte accertati in ascensioni areostatiche formano in seno a queste nubi 
straordinarie refrazioni, dette aloni e pareli. 
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Cumuli sono quelle nubi che offrono la somiglianza con un getto di va- 
pore lanciato da una locomotiva in aria allo stato di calma. Queste sono 
formate di vapori in candidi ammassi e prendono il nome di nembi, se fosche, 
o risolventisi in pioggia. 

Strati sono quelle piccole nubi allungate che si veggono di fianco in 
prossimità dell’ orizzonte. Spesse volte presentano l’aspetto di cirrostrati o 
cirrocumuli, quando le masse sono attenuate all’estremità o tondeggianti a 
modo di piccoli fiocchi. Gli strati appartengono alle basse regioni dell’at- 
mosfera chiamate da Howard nebbie del terreno. 

Ciò premesso ecco il lavoro statistico che ho voluto condurre a termine; 
classificare queste nubi per stagioni e per ore. 

Trattandosi di un fenomeno un poco complesso, ho procurato semplificarlo, 
ed in tutti quei casi in cui il cielo è completamente offuscato e coperto, o 
non lascia decidere quelle specie di nubi à la proponderante per la sovrap- 
posizione di varie stratificazioni, ho escluso dalla mia rassegna quelle os- 
servazioni, limitandomi soltanto alla sola presenza dei vari tipi. 

Il vapor d’acqua in seno dell’atmosfera o è importato da burrasche e venti 
periodici, o ò nascente nel luogo stesso della sua produzione; quindi o va- 
riabile, o insensibilmente costante. Si concepisce facilmente, che se buon nu- 
mero di osservazioni per ciascun tipo di nube venga distribuito per ra- 
gione di stagioni e di ore, quanto vi ha di variabile si dispoue più o meno 
uniformemente in tutta l’estensione dell’anno c scomparisce, e quanto vi ha 
di sistematico si accumula visibilmente intorno a nuclei o centri primari o 
secondari di ore e di stagioni. 

Questo è stato il piano eseguito nello spoglio di un decennio di os- 
servazioni, pubblicate nei Bulleltini del Collegio Romano dall’anno 1863-1873, 
che sommano a 5800 e si rappresentarono graficamente nella tavola annessa 
alla presente nota. 

Quelle oservazioni sono il risultato dell’ispezione del cielo in quattro di- 
verse ore del giorno, le 7 del mattino, le is, le 3, le 9 pom. Le cifre otte- 
nute e segnate nella tavola non danno nulla di assoluto, ma esprimono di 
relativo per ciascuna forma di nubi la frequenza calcolata in millesime parti 
sopra tutte le osservazioni dell’anno per le nubi del medesimo tipo. 

Cumuli 

Questa forma di nubi predomina nel cielo in ragione del calore dell’at- 
mosfera e presenta in tutte le stagioni una fase generale di aumento 
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nel giorno e decremento nella Dotte. Nelle tre stagioni, primavera, estate ed 
autunno ha luogo un massimo al mezzodì assai elevato, che raddoppia il 
valore delle ^ antim., e si mantiene di poco superiore al valore assunto 
alle 3 pom. A questo fa eccezione la stagione invernale, in cui il massimo 
è in ritardo e cade sulle ore 3. Per tutte le stagioni indistintamenie, sia 
alle 7 del mattino, sia alle 9 della sera, i cumuli presentano quasi uguale 
frequenza con un minimo relativo alle 9 della sera, perchè quest’ora di os- 
servazione dista maggiormente, che non quella delle 7 del mattino, dalla com- 
parsa del sole suU’orizzonle. 


Cirri 

Questo tipo di nubi presenta anche esso il carattere generale di aumento 
nelle calde ore del giorno dal mezzodi alle 3 pom. e di diminuzione nelle 
ore estreme di osservazione prossime alla notte. 

Il massimo però a differenza dei cumuli non è segnato al mezzodì ma 
giunge 3 ore più tardi e segna forse farrivo dei cumuli nelle più alte re- 
gioni dell’atmosfera. I valori delle ore estreme sono poco lontane fra loro; 
il che mostra, che i cirri formatisi una volta nelle alte regioni dell’aria sono 
un elemento più permanente e che meno di ogni altro risente l’influenza 
.della notte e dell’ irraggiamento notturno. 

Strati 

Queste nubi si comportano diversamente da quello dei cumuli e cirri, in 
modo da avere i massimi e i minimi di frequenza invertiti. Equiparandole 
per così dire alla nebbia, si trova una chiave per ispiegare la maggiore 
loro frequenza al mattino e alla sera, in cui all’infuori della stagione estiva 
superano il valore del mezzogiorno e delle 3 pom., e scorgesi il raddoppio 
nelle ore estreme del giorno dell’altezza raggiunta al mezzodì. 

Un lavoro più esteso e più profondo non immuterà sostanzialmente queste 
conclusioni finali* 
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RECETTORE IDRAULICO ANIMATO DALL’ARIA COMPRESSA 

NOTA 

DELL’ING* GAY. FILIPPO GUIDI 

Il concetto di trasmettere a distanza I’ energia meccanica per mezzo 
dell’aria compressa fece impressione di vera meraviglia nelle menti dei mec- 
canici teorici e pratici per molte e molte ragioni di comodità di sempli- 
cità e di sicurezza. 

Senza parlare dello stupendo vantaggio di utilizzare a distanza della 
energia prodotta da un balzo di acqua confinata naturalmente fra gole 
inaccessibili , ma pur considerando la facilità di trasmettere la forza di 
una macchina a vapore , in ogni direzione, con piccoli tubi, retti o tor- 
tuosi in mille guise, senza rumore alcuno lungo il loro tragitto, senza bi- 
sogno di solidi appoggi se non quanto occorreva per sostenerli, e per 
nulla proporziouali alla energia else trasmettevano; < finalmente l’innocuo 
passaggio di un mezzo trasmettitore di forza a traverso di ambienti che 
potevano contenere oggetti delicatissimi , o materie combustibili, mentre 
questa forza veniva generata da vive combustioni nei focolari delle mac- 
chine a vapore : tutti questi vantaggi ben a ragione fecero apprezzare ed 
abbracciare con entusiasmo il sistema di trasmissioue di energia meccanica 
con l’aria compressa. 

Ma quando si cercò di utilizzare di tal mezzo per animare mecca- 
nismi recettori di forte potere, s’incontrarono varie difficoltà più o meno 
gravi, simili se si vuole a quelle che si ebbero a vincere nei meccanismi 
animali dal vapor d’acqua a forte elatere, specialmente per gli organi di- 
stributori : ma grave oltremodo fu la difficoltà nascente dalla formazione 
dei cristalli di ghiaccio nei quali si convertiva il vapor d’acqua che seco tra- 
sportava l’aria compressa, pel repentino abbassamento di temperatura, entro 
i cilindri del meccanismo motore : tanto che si dovette ricorrere a sistemi 
complicati e dispendiosi di riscaldamento, ovvero a rinunciare atl’utile 
della espansione entro i cilindri con perdita gravissima nel rendimento di 
forza trasmessa. 

Per ovviare adunque a tutti gli esposti inconvenienti io propongo un 
mezzo mercè il quale può divenire la strasmissione con aria compressa tal- 
mente semplice che non siavi neppur bisogno di un opcrajo meccanico alla 
dirèzione del meccanismo recettore, e tal mezzo consiste nell' adoperare 
l’acqua come intermediario per trasmettere l’energia dello elatere dell’aria 
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sopra un recettore idraulico qual sarebbe una turbina, una macchina a 
colonna d'acqua, insomma un recettore idraulico qualunque, che lavori ad 
urto pressione o reazione. 

Sieno difatti A ed A' due recipienti uguali sottoposti alle stesse condi- 
zioni e dotati dei stessi meccanismi che ora sehematicamente passo a de- 
scrivere. 

11 recipiente A è ripieno d’acqua che gli fu data dal serbatojo S a mezzo 
del tubo T, al termine del quale è una valvola V. L’aria compressa con- 
dotta dal tubo tt agisce sopra l’acqua contenuta nel recipiente A, e quindi 
quest’acqua trovando aperta la valvola v e cliiusa la v 1 esce con violenza 
e reagisce sul recettore idraulico sottoposto R producendo una forza viva 
quale sarebbe prodotta dalla stessa acqua se nei modi comuni pei recet- 
tori idraulici provvenisse da una altezza pari a quella di una colonna equi- 
valente alla pressione di tante atmosfere a quante effettivamente giunge 
compressa l’aria entro il recipiente A. 

Vuotandosi il recipiente A il galleggiante G scende sino al fondo e per 
mezzo di uno dei congegni conosciutissimi (di cui faccio il disegno in 
figura schematica e tralascio la descrizione per tema di tediare senza 
utile veruno) s’intercetta l’entrata all’aria compressa e se ne apre invece 
l’uscita ai tubi t't 1 di guisa che (nel modo che dirò in seguito) il reci- 
piente A trovandosi alla pressione ordinaria della atmosfera lascia aprirsi 
la valvola V e quindi si riempie lo stesso recipiente di acqua che nuova- 
mente vi fluisce pel tubo T del serbatoio S. Nel frattempo che il recipiente 
A si riempie d’acqua come ho detto e che per conseguenza resta inope- 
roso per l’azione sopra il recettore idraulico, agisce invece il secondo re- 
cipiente Al nell’ identico modo come agi il primo, chiusa uaturalmente la 
valvola v ed aperta la v 1 e cosi alteruativamente agiscono i due recipienti 
AA' mantenendo costante il deflusso dell’ acqua che agisce sul recettore 
idraulico R. 

Resta a vedere ciò che di sopra accennava e cioè come regolarmente ac- 
cada l’uscita dell’aria compressa dai recipienti dopo compita l’azione sul- 
l’acqua, e dippiù come sia utilizzato ancora l’elatere dell’ aria stessa. Ho 
detto che il galleggiante G chiude l’entrata ed apre l’uscita all’aria com- 
pressa. Or bene per mezzo dei tubi t 1 t 1 l’aria ch’esce alla pressione di 

n atmosfere va a mantenere piena ad ^ atmosfere il recipiente B : ed ap- 
pena nei recipienti AA f sia scemata la pressione sino ad — atmosfere., si 

2 
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a prono le valvole v" v" e l’aria s’equilibra eoa l’atmosfera per far sacce- 
dere il riempimento d'acqua come dissi. Finalmente l’aria compressa ad ^ 

atmosfere nel recipiente B serve a mezzo di up’apparato simile A'" A ,T 
alla coppia di recipienti A'A" ma più semplice a sollevare l’acqua, che 
usci dal recettore idraulico, dal serbatojo S' al serbatoio S in modo che 
l’acqua torni sempre a servire come intermediario fra l’aria compressa ed 
il motore idraulico senza che si consumi se non per quella minima parte 
che fugge per evaporazione. 

Da quanto ho esposto mi sembra evidente la semplicità dell’apparecchio 
che propongo, e l’avere eliminate completamente le difficoltà che arrecano 
tanta noja e tanto dispendio nelle comuni macchine ad aria compressa, 
Credo utile far avvertire come sia ben facile variare la disposizione del 
galleggiante G e dei membri di collegamento cou le valvole t>' t ■ d’im- 
missione e di uscita dell’aria compressa, in guisa che la prima chiudasi in- 
nanzi della seconda di quel tanto tempo quanto si vuole per ottenerne 
quindi la minore o maggiore espansione dell’aria compressa entro i reci- 
pienti A A'. L’aria trasmessa a mò d’esempio alla pressione di dieci at- 
mosfere può subire l’espansione anche sino a due poiché la metà di tale 
pressione è ancora sovrabbondante per l’innalzamento continuo dell’ acqua 
dal serbatoio S" al serbatoio S. 

I cristalli di ghiaccio che si formeranno entro i recipienti AA' saranuo 
immediatamente disciolti dalla massa d’acqua che continuamente rinnovasi. 
Sarà necessario un ben adequato volante come lo b indispensabile nelle 
macchine a vapore che lavorano a forti espansioni, e senza dubbio il re- 
cettore idraulico più adatto in questi casi non é che la macchina a co- 
lonna d’acqua poiché il variare periodico della velocità dell’acqua rispetto 
alla velocità relativa delle palette di una turbina ne scemerebbe di mollo 
il rendimento; questo genere di recettori sarà utilissimo nel caso in cui 
per abbondanza di potere nella forza idraulica da cui viene compressa l’aria, 
non interessi utilizzarne l’espansione. 

Concludo che col mezzo da me proposto, i vantaggi della trasmissione di 
forza ad aria compressa non saranno più dimidiati nei recettori di tale 
trasmissione; ma al contrario si avrà 

t.° Rendimento uguale a quello delle migliori macchine conosciute ad 
aria compressa senza le tante complicazioui degli organi di distribuzione e 
dii mezzi di riscaldamento, ad eccezione soltanto di quella frazione di ela- 
tere che occorre per dare all’acqua il turno fra i serbatoi inferiore o supe- 
riore : sebbene sia d’avvertire che questa frazione di residuo elatere non. 
forma contro pressione come accade nei cilindri delle macchine in uso : 
pratticamente poi si troverà grande vantaggio nella impossibilità delle fughe, 
anche a fortissima pressione, mentre nei pistoni se ne hanno tanto facilmente. 

2.° Economia grandissima nella costruzione, nella manutenzione e nella 
direzione dell’apparecchio. 
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ÉTUDE SUR QUELQUES FORMULES D’ANALYSE 
UTILES DANS LA THÉORIE DES NOMBRES 

PAR LG P. TH. 11 PEPIN, S. J. 

i. Liouvillc a donne dans la deuxième sèrie de son Journal une suite de 
formules ge'ne'rales d’où Fon peut déduire un grand nombre de re'sultats 
importauts pour la thèorie des nombres. On peut trouvcr l’origine de 
formules dans la de'monstration que Dirichlct a donnée du thcorème de 
Jacobi, relatif a la décomposition du quadruple d’un nombre impair en une 
somme de quatre carrès impairs. Diriclilet lui-méme annonce a la fin de 
sa de'monstration qu’il a e'te' conduit par sa me'thode a des formules plus 
gènèrales. Cette indication était plus que suffisaute pour inspirer a Liou- 
ville le de'sir de de'couvrir Iuiraéme ces formules ou d’autres scinblables. 

On peut méme rapporter a Euler le premier germe de ces formules. 
Dans ses « Considérations sur le théórème de Fermai relatif aux nom- 
» bres poljrgonaux (Opuscula analytica, t. 2) » Euler indique l’usage que 
l’on pourrait faire de la sèrie 

P = i x + x ' 4 x 9 + ... = ^ x n * 

pour dèmontrer que tout nombre entier est la somme de quatre carre's. Il 
s’agit, dit-il, de dèmontrer que dans le développoment de la quatrième 
puissauce de cette sèrie, savoir 

P 4 = A 0 + A t x + A 2 x 2 + ... + A m x m + ... , 

aucun coefficient ne se rèduit à zèro. Jacobi a obtenu mieux que cela au 
moyen de la sèrie 

oo 

0, (q) ■= t + iq iq* + rf + ... - 2 q **, 

— 00 

où Fon donne a n toutes les valeurs entières, de - » a + » ; il a trouvè- 
que le coefficient de q m , dans le dèveloppement de la quatrième puissance 
de cette sèrie, est ègal à huit fois la somme des diviseurs de m, si m 
est impair, et a vingt-quatre fois la somme des diviseurs impairs de m, si 
m est pair. Or le coefficient de q m dans ce dèveloppement est ègal au 
nombre des Solutions de Fèquation 

m <= x 2 +y* + z 2 + u* 

20 
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en nombres entiers, positifs, négatifs ou nuls, deux Solutions étant consi- 
dérees cornine distinctes, lorsqu’elles diSèrent entrc elles, soit par les va- 
leurs des carrés, soit par leur ordre, soit par les signes des racines. Le 
re'sultat obtenu par Jacobi peut donc s’e'noncer de la manière suivante: 

1. Le nombre des repre’sentations d'un nombre impair m par la so fame 
de quatre carrés à racines positives , négatives ou nulles , est égal à huit 
fois la somme des diviseurs de m. 

• II. Le nómbres des représentations d'un nombre pair m par la somme 
de quatre carrés à racines positives, négatives ou nulles , est égal à vingt- 
qUatre fois la somme des diviseurs impair s de m. 

2 . Jacobi n’a obtenu ces théorèmes que par là théorie des fonctions el- 
liptiques. Mais il a démontré dans le Journal de Creile (t. i2, p. 167), par 
des coUsidérations aritbméliques, un théorème ahalogue, rela tif à la décom- 
position du quadruple d’un nombre impair m en une sotnnae de quatre 
carre's impairs. C’est a cotte démonstratiou, simpltlìée par Diriclllet, qu’il 
faUt faire remouter Torigine des fortntiles généràles de Liouville, qtie dotis 
deVons étudier dans le préseht Mémoire. 

Nous commencerons par exposer la démonstràtion de Dirichlet, ed ap- 
portant quelques modifications ne'cessaires pour faire bien saisir de quelle 
manière elle conduit aux formules plus ge'ne'rales que nous obtiendrons en- 
suitc. Puis, afìn de montrer l*uti lite de ces formules, nous en ferons quel- 
ques applications relatives è diverSes formes quadratiquès qualernaires. 

Ch. I. Décomposition du quadruple d'un nombre impair 
en une somme de quatre carrés impairs. 

3. Soit m un nótnbré impait doni le quadruple 4 m est décomposé de 
toutes les manières possibles en une somme de quatre carrés impairs. La 
somme des deux premiers carre's est le doublé d’un nombre impair, ainsi 
que la somme des deux dcrniers. Nous pouvons grouper ensemble toutes 
les Solutions dans lesquelles la somme des deux premiers carrés est égale 
au doublé d’un méme nombre impair to'; dans toutes ces décompositions la 
somme des deux derniers carrés est égale au doublé d’un méme nombre 
impair m ", délerminé par la formule 2 ni 1 ’ 4 m - 2 m 1 . Toutes ces décomposi- 
tions correspondent ainsi a une méme solution de l’équatiou 

(i) 2/» = to' + m " 

en uombres impairs et positifs to', m". 
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fnversement, loysqu’on partage le nombre ?m en deux nombres impairs 
to', m 1 ', que l’oa decompose de toutes les maqières ppssibles en deux carrés 
Impairs chacun des deux nombres 2/»', un" et que l’on combine cheque 
décomposition de un ' ayec chacune des décompositious de 2 m", on obtient 
toutes les décompositions de 4 to en quatre carrés impairs qui correspon- 
dent a une méme solution de l’équation ( 1 ). En faisant la ménte cbpse popr 
toutes les Solutions de l’equa lion ( 1 ) en nombres impairs et positifs in 1 , to", 
on obtient .évidemment toutes les de'compositions de 4 to en quatre carrés 
impairs. 

4, Proposons-nous de trouver le nombre de ces de'compositions. Pour 
cela qous cbercberons d’abord une expression analytique du nombre de 
celles qui correspondent à une méme solution to', m" de l’équation ( 1 ). Ce 
nombre est égal au produit du nombre des decomposi tions de 2 /»' en deux 
carrés, multipli^ par le oomhre des décompositious semblables de un Or, 
si nous de'coraposons de toutes les maniferes possibles to', to'' en deux fa- 
cteurs, en posant 

( 2 ) to' = aa, to'' = b(i, 

les nombres des décompo6Ìtions de un 1 et de urt" en deux carrés soni ex- 
prime’s respectivement par les deux formules 

a — t b — 1 

p K) - 2 (- *) 2 » p ( m ") = 2 (- *) * 

dans lesquelles les éléments des sommes déssgnées par £ correspondent a 
tous les diviseurs de to', désignés indéfiniment par a , et à tous les divi- 
seurs de m", désignés par b. En efFet Jacobi a trouvé par la considéralion 
des séries elliptiques que te nombre des de'compositions du doublé d’un 
nombre impair to' en une somme de deux carrés est égal a l’excfes du nom- 
bre des diviseurs de m' compris dans la forme 4 / + i sur le nombre de 
ceux qui sont de la forme 4 / + 3. Or cet excès est exprimé par la formule 

0—1 

p (»*') = 2 (-*) 2 » 

dans laquelle la somme s’e'tend à tous les diviseurs de m' désignés indéfi- 
niment par a. Du reste, on e'tablit directemeut par la théorie des formes 
quadratiques que le nombre des décompositions du doublé d’un nombre 
impair en la somme de deux carrés est exprimé par la dentière formule. 
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En multipliant l’un par l’autre Ics deux nombres p (to'), p (/»") on obtient 
le nombre des decomposi tions de Am en quatre carrés impairs, dans les- 
quclles la somme des deux premiers carrés est e'gale a un méme nombre ìm 1 . 
Par conse'qucnt le nombre des de'compositions de Am en quatre carrés im- 
pairs qui correspondent à une méme solution de l’équation (l) est exprimé 
par le produit 

q— 1 b — I a — 6 

pK> pK)-S(-0 a 2(-0~=22(-<) * • 

On obtient donc le nombre de toutes les décompositions de Am en quatre 
carrés impairs, en faisant la somme de tous les produits 'semblables, rela- 
tivement aux diverses Solutions de l’équation (i) en nombres impairs et po- 
sitifs m\ m Si l’on désigne ce nombre par N, on a 

n = ( m ') p ( m "ì - 2 (SS (- i )V )• 

Dans celte formule, les deux sommations indiquées entre parentbèse cor- 
respondent aux diverses Solutions des deux équations i»' = aa, m" = bft. Le 
premier signe sommatoire se rapporte aux diverses partitions de vn en 
deux nombres impairs et positifs m 1 , m"; il indique que l’on doit faire suc- 
cessivement, pour cliacune de ces partitions, les deux sommations indi- 
quées entre parenthèse, puis ajouter les résultats ainsi obtenus. On peut 
aussi reroplacer les trois signes sommatoires par un seul se rapportant aux 
Solutions de l'équation 

(a) 2 m = aa. + bft 

en nombres impairs et positifs a, b, a, |3. Le nombre chercbé N est alors 
exprimé par la formule 

a — 5 

(4) N = 2(-i) 2 . 

s. Comme la somme qui forme le second membre de la formule (4) ren- 
ferme un grand nombre de termes égaux et de signes contraires, elle peut 
étre simplidée par la suppression des termes qui se détruisent ainsi deux 
à deux. Evaluons d’abord les termes qui correspondent a l’hypothfese a = b. 
Tous ces termes étant égaux a i, leur somme est égale a leur nombre qui 
est celui des Solutions de l’équation 

( 3 ') 27 » = a (a fi) 

en nombres impairs et positifs, », «, (3. 
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Il est évident que le aombrc a doit diviser m. Soit donc m = d.3 et « = </. 
L’équation pre'ce'dente devient 

i3 = a + |3. 

On peut donner a a les 3 valeurs impalres i, 3 , 3, ... 23 - 1 , et pour cha- 
cune de ces valeurs le nombre |3 est détermine' par la formule (3 = 2 3 - a. 
Le nombre des Solutions de l’équation ( 3 '), qui correspondent a un méme 
diviseur 3 de m est égal a ce diviseur; le nombre de toutes les Solutions 
est égal a la somme des diviseurs de m. D’aprks Lioù ville nous de'signons 
cette somme par £, (m). Ce nombre £, (m) exprime aussi la somme des ter- 
mes du second membre de l'e'quation ( 4 ) qui correspondent k l’hypothèse 
a**b. On a donc 

a—b 

(5) n = m + £. (- ò 2 * 

en désignant par JJi une somme restreintc, dont les e'ldments correspondent 
a celles des Solutions de l’équation ( 3 ) dans lesquelles les deux nombres a 
et b sont inégaux. 

Or cette dernière somme est le doublé de celle qui correspond aux So- 
lutions dans lesquelles on a a>b. En effet, groupons ensemble les deux termes 
qui correspondent a deux Solutions a , b, a, (3 et a', b', a', (3 r lie'es entre elles 
par les formules 

(A) a 1 = b, b 1 = a, al = (3, (3 1 = a. 

Ces deux termes sont 

a — b a' — b' b—a 

(- 1 ) 2 et (-1) 2 =(- l) 2 . 

Comme ces deux termes sont dgaux, nous pouvons remplacer leur somme 
par le doublé de celui qui vérifie la condition a— 4>o, ce qui a lieu né- 
cessairement pour l’un d’eux, puisque a' — b' = — (a - b). D’ailleurs il est 
évident que toutes les Solutions de l’e'quation ( 3 ) peuvent ètre groupe'es 
deux a deux au moyen des formules (A), tant que les deux nombres a et b 
sont indgaux. L’e'quation ( 5 ) peut donc étre remplace'e par la suivante 

a — b 

(e) N = (m) + 2 (- i) 2 * 

dans laquelle on désigne par une somme dont les éle'ments correspon- 
dent a celles des Solutions de l’équation (3) qui vérifìent la condition a >b. 
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6. Or les tenne* de cette somme peuvent étre groupés deux a deux de 
telle manière que la somme des deux termes de chaqwe groupe soit nulle. 
En effet, l’équation ( 3 ) peut s’écrirg 

( 7 ) $m= (a - b) a + (a + P) b , 


et sous cette forme, on voit que l’un des deux nombres — : — , — ‘ 

1 sa 

pair et l’autre impair. Si dotte la solution a, b , a, p est associée k 
autre solution a', b', al, fi au moyen des relations 


est 

une 


(B) a' - b' = a + j3, ol + fi^a-b, 


les deux termes de notre somme qui correspondent k ces deux Solu- 
tions, sont égaux et de signes contraires, de sorte que leur somme s’éva- 
nouit. D’ailleurs si l’on fait la substitution (B) dans la formule 


3m = afai * b'fi = (a 1 + ($')& + ( a 1 - b 1 ) al, 

on trouve 

am = (a - b) b' + (oc + (ì) al , 


et en comparant cette formule aree l’équatiou ( 7 ), on yoit qu’elle est vé- 
rifide lorsqu’on prend 

b' = a + 0 (a + (3), a' = b - 0 (a - b). 

La combinaison de ces dernières formules avec les relations (B) donne 


I. 


al = b — 0 (a — b), fi « (0 + i) (a - b) - b 
a' = a + (0 + l) (a + {3), b' =■ a + 0 (a + fi). 


Quelle que soit la valeur entière de (J, ces formules donnent pour a 1 , b', 
al, fi des valeurs itppaires qui vérifient l'équation a'cl + b'fi = aot + 4P; mais 
pour que les valeurs de al et de fi soient positives, il est nécessaire que 
le nombre 0 vérifie les deux inégalités 

(8) 0 < r < 0 + t. 

a — 0 


Cette condition détermine complètement le nombre 0. Car le nombre (a — b) 
étant pair, tandis que b est impair, le quotiept b : {a 1 - b) ne peut pas se 
rdduire à un nombre entier et la partie enfière de ce quotient est la seule 
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valéur de 9 qui trerifie les inégalités (#). Ainsi a tonte solution de l’équa- 
tion ( 3 ) dans laquelle a est > b, les formules I font correspondre une so* 
lution unique a 1 , b',al, fi de la méme e'quation, vérifiant la conditioa a'-b 1 > 0 . 
De plus, lorsqu’on prend successivemenl toutes les Solutions de l’e'quation ( 3 ) 
qui vérifient la cotidition a - 0 , les formules I donnent pour a 1 , b', ol, fi 

des Solutions toutes différentes; car si l’on re'sout les formules I par rapport 
aux nombres a,b,a,[ 3, on troupe: 

a - ol +■ (0 + 1 ) (a 1 + (3 f ), b = ol 0 [al + |3') 

II. 

a = b' - 6 (a 1 - b')> (Z 1 = (0 + 1 ) (a 1 - b') - b'. 


Dans ces formules, la valeur de 0 est complètemetil de'termiae'e par la 
doublé ine'galité a>o, (3>o, d’où Fon de'duit 


9 < 



<0 + 1 . 


Par conséquent une seule solution a, b, a, (3 peut correspondre dans les for- 
mules la une solution déterminée a',b', 9 !, (3 1 . Il risulte de la que toutes les 
Solutions de l’equa tion ( 3 ) dans lesquelles la difFérence a - b est positive, sout 
groupées deux k deux par les formules I, de telle manière que la méme 
solution ne peut pas figurer dans deux groupes difFérents. Or les deux 
termos de £' qui correspondent aux deux Solutions de chacun de ces groupes 

, ». 1 » » a - b a 1 - A' « + 0 

sont egaux etdesignes contraires ; car les deux nombres — - — et — - — = — - — 

étant, l’un pair et l’autre itnpair, la somme 


se re'duit a zèro. La somme J*' (- 1 ) 2 qui figure dans l’équation (6) 
est donc composte de termos qui se détruisent deux a deux; elle s’évanouit 
et Fon a simplement 

(9) N - \ x H : 


Le nombre des décompositions du quadruple d'un nombre impair m 
en quatre carrés impair s, est égal à la somme des diviseurs de m. 

Soit par exemple m =» 3 . Dans toute décomposition du nombre 12 en une 
somme de quatre carrés impairs, l’un des carrés est 9 et les trois autres 
sOnt égaux a 1 ; mais le carré • peut occuper quatre positions , de sorte 
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que le nombre des dicono positions de 12 en quatre carre's impairs est égal 
a 4 , corame on le déduit du théorème énoncé. 

Ch. II. Formules génerales 
qui se déduisent de l'analyse précédente. 

7 . Nous venons de démontrer que la somme 

a — b 

2 (- o 2 

relative a toutes les Solutions de l’équation 
( 3 ) 2 m = aa + b(i 

en nombres impairs et positifs a, b , a , (3, se réduit a la somme des termes 
qui correspondent a l’hypothèse a <= b. Or cette demonstration repose uni* 

fl — b 

quement sur cette propriété de la fonction (- ♦) 2 de ne pas cbanger de 
valeur quand ( a - b) change de signe, et de cbanger de signe sans cbaoger 
de valeur numérique lorsqu’on remplace a — b par a + (3. Si donc on sub* 
stitne k cette fonction toute autre fonction de a — b et de a + |3 jouissant 
de la méme proprietà, on démontrera de la méme manière que la somme 
des valeurs de cette fonction relatives aux diverses Solutions de l'équation 
(3) se réduit a la somme de celles qui correspondent aux Solutions dans 
lesquelles les deux nombres a et b sont égaux. 

Soit donc ? (x,y) une fonction quelconque de x et de jr , qui, pour 
toutes les valeurs entières de x et de y eraploye’es dans nos formules, ve* 
rifie les condilions 

(K) q(x,jr) - X,jr) - <f(X, -/), <f(x,/) = - x) . 
au moyen de cetle fonction nous formons la somme 

2 9 (a - b, a + |3), 

dont les éldments correspondent un k un aux diverses Solutions de le* 
quation ( 3 ) en nombres impairs et positifs. Nous pouvons partager celle 
somme en deux parties, dont I’une correspond aux Solutions dans lesquelles 
a est e'gal a b, et l’autre, aux autres Solutions. 

Soit d’abord a*=b. La valeur commune des deux nombres a et b étant 
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un diviseur de b, nous posons a =» è *> d et m - di, de sorte que l’èqua» 
tion (3) divisèe par d donne 

(4) 2$ « « + |3. 

Les valeurs correspondantes de 9 (a - 6, * + | 3) sont toutes égales à 9(0, ad) 
et leur nombre est ègal a celui des Solutions de l’équation (4), c’est-à-dire 
'a d, puisque l’on peut donuer a « les i valeurs impaires , infèrieures à 
sd. La somme des termes qui correspondent a un méme diviseur i de m 
est dono dtp (0, 2d). Si l*on ègale successivement d a tous les diviseurs de 
m et qu’on, ajoute ensemble les valeurs correspondantes du produit d?(o, ad), 
on obtient la première partie de la somme considérée, savoir celle qui cor- 
respond à l’iiypothèse a - b. On a de cette manière 

5) 9 (a - 6, a + /3) - 2 d ? (°> *à) + Si ? ( a ~ b* * + P)‘ 

La première somme du second membro correspond à tous les diviseurs de 
m, dèsignés indèfiniment par d. La deuxième somme, , se rapporte aux 
Solutions de l’e'quation (3) dans lesquelles a et b sont deux nombres iné- 
gaux. Nous allons dèraontrer qu’en vertu des conditions (k) cette dernière 
somme est nulle. 

8. Re’unissons d’abord les deux termes qui correspondent aux deux Solu- 
tions (a, b, a, (3), (a 1 , b\ (3') lièes entro elles par les formules 

(A) «'«è. &'■»«, «' = (3, |3 'mot, 

Comme l’on a «' + |3' ■ « + (3 et a' - b 1 - - (a - b) les deux termes 

9 (a - è, * + 13) et 9 (a 1 - b 1 , « ' + 0') 

sont ègaux et leur somme peut étre représentèe par le doublé de celui 
qui correspond a une valeur positive de (a - b ), condition qui est néces- 
saireraent vérifiée pour l’un d’eux, puisque les deux différences a - b, a 1 -b 1 
sont e'gales et de signes contraires. On a donc 

2» ? (« - « + P) » >2» ? ( a ~ b > « + P) 

en de'signant par une somme dont les e'léments correspondent à celles 
des 6olutions de l’équation (a) qui vérifient la condition a>b . 

Or, nous avons demontré (n? 0) que toutes ces Solutions sont groupèes 
deux à deux, au raoyen des formules I et II, de ielle sorle que la méme 

21 
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solution ne figure pas dans deux groupes diSérents, et que le deux Solu- 
tions du ménte groupe vèrifient les relations 

(B) a' — b' =a+p, ol + fi = a - b. 

Les termes de qui correspondeut aux deux Solutions d’un méme 
groupe ont dono pour somme 

<p(a ( — «' + fi) + <p (a -b, a + (3) = y (a ■+• (3, a —b) + y (a - b, a + ( 3), 

et cette somme se réduit a zero, puisque la fonction <p vérifie la condition 
y (jc, jr) — - y (j-, x). Ainsi la somme de'signée par P eut se partager en 
sommes partielles, forme'es cbacune de deux termes égaux et de signes con- 
traires. Par conse'quent elle se re'duit a zèro. On a donc simplement 

(Q) £ <j> (a - a. + fi) = $y (o, 2-3) = 2 <?<? (o, &*)• 

Dans le premier membre de cette formule, le sigue £ indique une somme, 
dont les termes y (a - b, a t fi correspondent aux diverses Solutions de 
l'e'quation 

( 3 ) am «■ aa + b(i 

en nombres impairs et posilifs. Notrc formule exprime que cette somme 
est e'gale a la somme des valeurs que prend le produit iy ( 0 , ai) lorsqu'on 
prend successivemeut comme valeurs de 3 tous les diviseurs du nombre 
impair m. 

9 . On peut demontrer de la ménte manière une formule plus generale 
se rapportata a l’équation 

(s) 2 >+ * m = aa. + bfi, 

dans laquelle X désigne un exposant entier, posi tif ou nul, m , un nombre 
impair donné, a, b, a, (3, des nombres impairs et positifs, propres à ve’ri- 
fier l’équation. Dans la somme ^y(a -b, « + (i), dont les termes corres- 
pondent aux diverses Solutions de l’équation ( 5 ), la partie qui correspond 
aux Solutions dans lesìjuelles les deux nombres a et b sont inégaux s’cva- 
nouit. D’abord cette partie est e'galle a deux fois celle qui correspond aux 
Solutions dans lesquelles a est > b. Or les termes de cette dernière somme 
sont groupe's deux à deux au moyen des formules 1 et II, de telle sorte 
que le méme terme ne figure pas dans deux groupes diflerents. Comme en 
vertu de la condition 
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? (•*. r) - - ? (r* *) 

la somme de deux termes de cliaque groupe 

9 (a' — è', «' + | 3 ') + 9 (a - b, a + ( 3 ) 

se réduit a zero, puisque l’on a 

9 (a 1 - 6', a' + P') =» 9 (a + j 3 , a - b) = - 9 (a - 6, a + ( 3 ), 

la partie considérée de la somme totale s’évanouit et il ne reste plus que 
la partie qui correspond a l’kypothèse a = b. 

La valeur commune des deux nombres a et b e'tant un diviseur de /re, 
nous poserons m=dò et a = b=d. L’équation (5) devient alors 

(si) 2 1+l d = a + { 3 . 

Tous les termes 9 (a - b, a + ( 3 ) qui correspondent a cette hypothèse sont 
égaux à 9 (0, 2 >+I d) et leur nombre est égal a celui des Solutions de l’é- 
quation (5') en nombres impairs a, (3. Ce nombre est égal a 2 J d, puisque 
l’on peut égaler « sue cessi vement a tous les nombres impairs 

1, 3 , 5 , . . . 2 1+ * d - 1 

infe'rieurs a 2 >+I d. La somme des termes qui correspondent a une raéme 
de'composition /re = rfd du nombre m en deux facteurs est donc égale au 
produi t 

2 x dX 9 (0, 2 x+l d). 

La somme de tous les prodnits semblables que l’on obtient en e'galant 
successivement d a tous les diviseurs de m exprime donc la somme des 
valeurs de 9 (a-b,a + $) qui correspondent aux Solutions de l’équation (5) 
dans lesquelles les deux nombres a et b sont égaux. On a donc 

(Qf). 2 ? (« - b, « + ( 3 ) - 2 » 2 ^? ( 0 » »* + ‘ < 0 - 

10. L’équation (s) peut étre reraplacée par trois autres équations 

(1) . 2 i+1 m = m 1 + m" 

(2) . /»' = «a, /re" = ò( 3 . 

Cela revient à grouper ensemble toutes les Solutions de l’équation (5) dans 
lesquelles le produit a* présente une méme valeur /»'. Par conséquent le 
premier membre de la formule (£ 2 ') peut étre remplacé par une somme 
triple, dont l’une se rapporte aux diverses Solutions de l’équation (1) en 
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nombres impairs et positifs to', m", et les deux autres, a toutes les de- 
composi tions des deux nombres m', m" en deux facteurs. 

Notre formule peut donc s’ecrire de la manière suivante : 

(Z) S (SS ? ( a “ « + P) ) = 2 1 <f (o, 2 i+ * d). 

Le premier sigae d’intdgration, ^ se rapporte aux diverses Solutions de 
l’e'quation (i), c’est-à-dire aux diverses partitiou6 du nombre 2 i+l m en 
deux parties impaires et positives m\ m". Pour chacune de ces Solutions, 
les deux sigues JJS ren ^ ertncs entre parenthèse indiqueut une integration 
relative a tous les systèmes de valeurs des nombres a , b, a, p propres à 
vérifier les équations ( 2 ). La somme de tous les résultats semblables, 
relatifs aux valeurs i, 3 , 5 , . . . 2 x+ ‘ m — i de m\ forme le premier 
membre de notre formule. Nous verrons dans les applications combien 
est utile la substitution de la somme triple à la somme simple, lorsque 
la fonction <p {x, y) est cboisie de manière a rendre indépendantes fune 
de l’autre les deux intdgrations relatives aux deux e'quations m'=a«, 
m" = bp. 

La somme indique'e dans le second membre se rapporte a l’e'quation 
m — di. Pour chaque diviseur de m on forme le produit d<f ( 0 , 2 i+ * d) et 
l’on réunit en une seule somme tous les produits semblables, qui corres- 
pondent a tous les diviseurs de m indéfìniment ddsignés par d. 
li. On salisfait aux conditions (K) en prenaut 

pourvu que la fonction f(x,y) soit une fonction paire de x et de y, 
pour toutes les valeurs de ces variables employées dans nos formules. En 
faisant cette substitution dans l’équalion (Z) on trouve 

(*)• 2[ SS (/(«-*. «+P) -/(« - M -6))]=2 i 2 d (/{ 0, 2 i+ ‘^-/(2 i+ * d,0)). 

Corame les e'quations ( 2 ) ne changent pas lorsqu’on échange entre elle» 
les lcttres latines et les lettres grecques correspondanles, on a 

222/(« + P,a-b) = 222/( a + b > «-0). 

En faisant cette substitution dans l’e'quation (b), on trouve 

(c) 2 [22 (f(a-b,* + p)-f(a+b,a- (3))] = 2^(/(o, 2>+ l d) -/(*»+* d, e))* 
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Od vèrifie encore les deux condì tions 

(K) ? (•*> r) = - ? (r* ■*)» • ? (- •*» j) = ? (x, -j) » ? (x, ^), 

lorsqu’on preod 

? (•*> r)=f(x) -f{y), 

pourvu que la fonction f(x) vérifie, pour toutes les valeurs de x emplo- 
ye'es dans nos formules, la condì tion 

/(- x)=f(x). 

La formule (Z) devient alors : 

« 2 [SS (/<«-»> - /<« + »)] - s 1 2 * 1 /<») - 

L’hypotlièse X = o réduit les formules (a ) 9 (b), (c) aux trois suivautes : 

(A) 2 [2 2 (/>-*)-/> + A)) ] = 2 d {fo -f(2d)), 

<B) 2[22(A*-A, « + »-/(« +A «-*))] = 2^ (/'(o,*^-/( 2 rf,o)), 

(C) 2 [22 (f(a-b,a + P)-f(a+b,a- (3)] = ^(/(o, **)-/(*/, o)). 

La triple somme qui forme le premier membre de ces formules se rap- 
porte aux diverses Solutions des trois equations 

vn — m! + m' r , mi = a a, m" = b[ 3, 

auxquelles se rc'duisent les èquations (t) et (2) lorsqu’on y fait A = 0. 

Les six formules énoncèes dans ce n° coincident, aux notations près, 
aree les formules gènérales désignées par les mémes lettres dans les deux 
premiers articles de Liouville ( Journal de Mathématiques, 2 * sèrie, t. Ili, 
p. 143 et 193). 


Ch. III. Formules relatives à l'équation 
2 Km = sfaa + 2*6/3 . 


12. Nous de'signons par m un nombre impair et positif et par A un ex- 
posant entier, positif ou nul. Nous dècomposons le nombre 2 x m de toutes 
les manières possibles en deux parties entières et positives, paires ou im- 
paires, p, q, puis nous cberchons toutes les Solutions possibles des trois 
équations 

&.m = p + q, p = A a, q = B6 
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en nombres entiers et positifs p, q , A, B, a, b dont les deux derniers 
a ei b sont impairs. Au moyen de ces Solutions et d’uae fonclioa f (x,jr) 
qui, pour toutes les valcurs de x et de jr employdes dans nos formules, 
vdrifie les condi tions 

f (*> j) =/’(-■*>/) = / (*. -/)> 

nous formons la somme triple 

2 (22 [/(A - B, a + b) - /(A + B, a - £)]) 

où les deux prcmières sommations indiqudes entre parenthèse se rapportenl, 
pour une mème solution de l'e'quation 

i x .m = p + q, 

à toutes les decomposi tions possibles de chacun des deux nombres p, q en 
deux facleurs, l’un irapair et l’autre, pair ou impair. Quant a la troisième 
integration, elle se rapporte aux diffe'rents systèmes de valeurs positives 
des deux nombres p et q propres a vdrifier l’équation 2 x m=p + q. 

Pour de'raontrer la formule que nous voulons établir, il est prdfdrabte 
de remplaccr les trois signes sommatoires par un seul, se rapportant aux 
diverses Solutions de l’e'quation 

(t) 2 x .m = Aa +Bb 

eu nombres entiers et positifs A, B, a, b dont les deux derniers sont im- 
pairs. Nous pouvons aussi sdparer les deux parties de la somme et écrire 

(2) 2 (/(A - B, a + b)-f ( A + B, a - b)) = S' - S 

S' » 2 /(A' - B', a' + b'), S = 2 / (A + B, a - b). 

De plus nous distioguons Ics éldmcnts de la somme S* en les faisant cor- 
respondre aux diverses Solutions de l’équation 

(i') 2 x m = A 'a' + B 'b', 

corame ceux de la somme S correspondent aux Solutions de l’e'quation 
equivalente (ì). 

13. Nous transformerons d’abord la somme S en distinguant les termes 
qui correspondent aux Solutions dans lesquelles a et b sont e'gaux. Corame 
la valeur commune de ces deux nombres est un diviseur de m, nous la 
de'signerons par $ et nous poserons m = dS. Les termes correspondants de 
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la somme S sont tous e'gaux à f(ì x d, o) el leur nombre est e'gal à celui 
des Solutions de l’équation 

(3). ì x d = A + B, 

c’est-k-dire a ì x d - i, puisque le nombre A peut recevoir toutes les va- 
leurs entières et positives, inférieurcs a 2 x d. La somme de tous les termes 
de S qui correspoudent a l’Iiypotbkss a = b = à est donc e'gale au produi t 

(t x d — i) / (2 x d, 0), 

et la somme de tous les produits semblables qu’on obtient eri e'galant d 
successivement a tous les diviseurs de m, esprime la somme des termes 
de S qui correspondent aux Solutions de l’e'quation (1) dans lesquellcs la 
difTdrence (a - b) s’évanouit. 

Quant aux autres termes de S, nous les grouperons dcux a dcux au 
moyen des formules 

A 4 = B, B, = A, a t = b, b t = a. 

Les deux termes de chaque groupe sont égaux, puisque l’on a 

A, + B, = A + B et a, — b t = - (a - b). 

Nous remplacerons leur somme par le doublé de celui des deux termes 
qui correspond a l’hypothèse a - b> 0, ce qui a nécessairement lieu pour 
l’un d eux, puisque les deux diflférences a t — b ix a - b sont de signes con- 
traires. On a donc 

(4) S = 2 (2 x d - i)f(2 x d, 0) - *2i / (A + B, « - b), 

en reprdsentant par 2 i une somme restreinte dont les éldménts correspon- 
dent a celles des Solutions de l’e'quation (i) qui vdrifient la condition a>b. 

14. Nous ferons subir une transformation semblable a la somme S r . 
Nous grouperons deux a deux les termes dans Iesquels A f , B f sont indgaux, 
au moyen des formules 

A, = B f , B, = A', a x - b\ b t = a 1 . 

Les deux termes de chaque groupe sont dgaux, puisque l’on a 

A, - B, = - (A' - B f ), a x + b x = a' + b'. 

De plus dans l’un des deux termes la diffdrence A 1 — B f est positive. 
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puisque les deux différences A, — B t , A' - B' sont de signes contraires. Nous 
rem piacerone la somme des deux termes de cbaque groupe par le doublé 
de celui qui vdrifie la condition A' > B'. 

Les aulres termes de S' correspondent a l’hypothèse A' = B'. L’dqua- 
tion (< f ) devient alors 

(5) sW=A'.(a' + i'). 

Comme la somme a' + b 1 est un nombre pair, nous poserons 

a' + A' = 2 ,+1 rf, et AW"'- 1 *, 

en ddsignant par i un nombre entier, nul ou positi!, inférieur à A. Tous 
les termes de S f qui correspondent a un méme systfeme de valeurs des 
nombrcs d, $ et * sont e'gaux à /(o, ì ,+l d) et leur nombre est dgal à celui 
des Solutions de l’équation a 1 + b' = ì‘ +i d, c’est*k-dire a ffd. La somme 
des termes de S' qui correspondent aux mémes valeurs des nombres d et i 
est donc i f d f (o, ì ,+l d), et celle des termes qui correspondent à la méme 
valeur de d se déduit de cette expression en donnant a i les valeurs 
o, i, 2, ... X - i et en faisant la somme des résultats. On trouve ainsi 

d [f (0, id) + 2/(0, id) + 4/(0, 8 d) + ... + 2 1-4 / (o, 2*</)]. 

Enfio la somme de toutes les expressions sembl&bles, relatives a tous les 
diviseurs de m , de'signe's par d, exprime la somme de tous ceni des termes 
de S 1 qui correspondent à rhypothèse A f = B'. On a donc 

S' = 2 à \f{ o, id) + 2 / ( 0 , td) + ... + ^-‘/(o, 2 x rf)] + 2 2, / (A* - B', a' + b'), 

en désignant par 2i une somme restreinte doni les éldments correspon- 
dent a celles des Solutions de lYquation 

s <}m = A'rt’ + B ’b 1 

qui vdrifient la condition A' > B'. 

15. Par la substitution des expressions précédentes de S' et de S, l’e- 
quation ( 2 ) devient 

(fi) 2 [fi A-B, a +6)-/(A+B,a-A)]=2 d [/(o,2é?)+*/(o, «</)+..+ s^/o, 

- 2 (2^-1) f{*d, 0 ) + 22. Z(A' - B', a* + A') - 2 2) / (A + B, a- b). 

Les sommes 2»» 2» correspondant respectivement aux dquations (i) et (i f ) 
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avec les restrictions a-b> o, A'-B'>o. Or, tous les termos de la somme 2, 
soni dgaux a des termes di fiere nts de la somme 

En effet, toutes les Solutions de l’e'quation ( 1 ) qui vèrifient la coodition 
a-b> o corrcspoudent à des Solutions de l'dquation (t r ) qui satisfont aux 
relations 

(B) A' - B' - A + B, a 1 + b' = a - b, 

/(A', - B', a 1 + b') f (A + B, a — b). 

Pour le de'montrer nous dcrirons les formules (i) et (t r ) de la manière 
suivante : 

( 7 ) 2 l m = (a - b) A + (A + B) b 

( 7 ') 2 */» *= ( a 1 + b') B' + ( A' - B') a 1 . 

En vertu de la substitution (B), la dernière formule devient 

(8) = (a - b) B' + (A B) a'. 

La comparaison des deux formules ( 7 ) et (s) montre que l’on vèrifie l’e'qua- 
tion ( 7 ') par des nombres A', B 1 , a', b ] qui satisfont aux relations (B) jointes 
aux suivantes 

(C) B* = A + 6 (A + B), a’ «= b - 6 (a — b), 

où 0 désigne un «ombre entier . quelconque. Lorsque ( a - b) et (A + B) 
ont un diviseur commun, l’equa tion ( 7 ') admet d’autres Solutions qui satis- 
font aux relations (B) sans vérifier les dernières formules; mais nous nous 
conlentons de les mentionncr, parce qu’elles sont inutiles pour notre but. 
La corobinaison des formules (B) et (C) donne le système suivant: 

a 1 = b - 0 (a - b), b' = (0 + i) (a - b) — b, 

I. . 

A' — A + + 1 ) (A'+ B), B' = A + 0 (A + B). 

Le norabre 0 se trouve complètement de'termind par la condition de don- 
ner une valeur positive aux deux nombres a', b 1 , ce qui exige que 0 ra- 
nfie la doublé inégalite’ 

b 

0< r <9+ 1- 

a — b 

22 
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Gomme la fraction br (a - b) ne peut pas se .réduire a uà Dolabre entier, 
pnisque b est impair, tandis que (a—b} est pair» oa satisfai t aux deux 
indgalités en prenant pour valeur de 6 la partie entifere de cette fraction. 
Lo i nombre 0 dtant positi!, les qua tre uombres A'» B', a!, b l soot positifs; 
de plus les deux nombres a', b 1 sout impairs et l’on a A 1 > B'. Par consé- 
quent les formules 1 font correspondre a la solution (A, B, a, b) de l’d- 
quation (t) une solution de l’équation (i') qui satisfait à toutes les condi- 
tions suppose'es daws les dlements de la somme Sa- 
ie. Ainsi a toute solution de l’e'quation (i), vc'rifìant la condition a>b, 
les équalions I font correspondre une solution de l’e'quation (i f ), et une 
seule, dans 1 a«] uelle on a A' >B ( . Il nous reste a de'montrer que la méme 
solutiou (A f , B', a\ b 1 ) ne correspond pas dans les formules I, a deux So- 
lutions de l’équation (i). Pour cela nous rfesolvons ces formules par rapport 
à la solution (A, B, a, b), ee qui donne le systfeme suivant: 

A = B' - 0 (A' - B'), B = (0 + i) (A' - B') - B', 

II. 

a = a 1 + (0 •+■ i) [a' + b') t b = a' + 0 (a 1 + b 1 ). 

4 

Pour que ces formules fusscnt véHfiees pàr deux systfemes difFdrents de ra- 
leurs des nombres A, B, a, b, il faudrait que l’on pùt donner à 0 deux vtdeurs 
différentes, mais cela est inapossible, car les deux nombres A, B étant po- 
sitifs, le nombre 0 doit vérifier les deux inégalités 

( 9 ) 8 < + ' 

qui le de'termioent complètement. Ces ine'galilds peuvent étre impossibles 
lorsqu’on prend au hazard une solution (A f , B', a 1 , b') de l’e'quation (i f ); 
mais cela n’arrive pas lorsque cette solution a éié determinée par les for- 
mules I, parce que la valeur de 0 qui- figure dans ces formules, correspond 
nécessairemenl à des valeurs positives des nombres A et B. 

17. Ainsi les formules I font correspondre un terme de la somme J*’ 
et un seul, à chaque terme de la somme JJt* l e méme terme de JJ, 
ne peut pas correspoudre a deux termes différents de Corame les ter- 
mes correspondants sont éganx, on peut poser : 

S,/(A' - B', a' + b ') = % x f(\ * B, a - b) + /( A’ - B', b') t 
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en désignant par 2J 3 noe somme doni les éléments correspondent a cetles 
des Solutions de l’équation (t r ) qui, tout en satisfaisant 'a la condition 
A' > B' , ne correspondent dans les formules I et li à aucune solution 
de l’équation (i). Ces Solutions sont faciles à déterminer ; ce sont 
celles pour lesquelles il est impossible de satisfaire aux inégalités <•) 
sane que l’une del les se change en égalilé, ce qui réduit a zero la va- 
leur correspondante de l’un des nombres A ou 6. Or cette impossibilite 
ne se présente que dans le -cas où le quotient B' : (A* — B') est entier. 
Ainsi les Solutions de l’équation (i 1 ) auxquelles correspondent les tennes 
de la somme 2 3 8001 celles qui vérifient les deu& conditions 

A'> B', B' - k (A' - B'), ou A- A' - (k + i) B', 

dans lesquelles k est un nombre entier et positif. 

Cornine les deux nombres k, k + i sont premiers entre eux, le nombre k 
doit diviser B'. Désignant donc par p un nombre entier et positif, on a 

B' = kp. A' = (i + A;)p. A' - B' = p, 

<§•) s x m «* = p [A (<*' + V) + «*]. 

Le facteur k (a! + b') + a\ étant impair, doit étre un diviseur de m. En le 
désignant par d et en posant m ■=» di, on a 

P = A' - B' = s x d, $=?k(a' + b) + a'. 

On peni prendre successivement comme valeurs de d tous les diviseurs 
de m supérieurs à i. A dia que valeur de d correspondent autaot de ter- 
mos de £ 3 qu’il y a de aombres pairs, compris eotre o et d ; car le Aom- 
bre V + V doit Atre égalé successivement a chacun des nombres g, 4 , 6,... 
d — i} on divise d par chacune de ces valeurs de a 1 +&! et l’on prend comme 
valeur de a 1 le reste de cette division j ou a ensuite b 1 = (a 1 + b 1 ) — a', 
B'*=k.&d, A' = (k +■ ì)t x d. Le terme correspondant de 2, est f(^t a< + b') 
et la somme des termes de 2 3 qoi correspondent a une méme valeur de d est 

f (i x d, 2 ) + f{i l d,k) + f[2 x d, s) + .. + f{i x d, d-t). 

On obtient la somme ^3 « n fcisanl la somme de toutes lps expressioas 
semblables, relatives a tous les diviseurs d de m, autres que t. On a donc 

*2» - *2» - ■ * 23 - 2 WW 2 ) + *) + ... + 2/(2 x d, d - 1 )]. 

On peut étendre le signe sommatoire a tous les diviseurs de m, méme au 
diviseur d = 1 , en écrivant 
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*5, /(A f - A', a 1 + b') - 2 [f (**d, ai) + if (ì x d, s) + tf(t x d, 4) -r ... + tf{t x d, à - 1)] 
- 2 f(*d, o), 

pourvu quc la somme entre parenthèse soit réduite à son premier terme, 
quand 5 = 1. 

13. En substituant dans l’équation (e) l’expression précédente de la différence 

* 2 , /(A' - B', a' + b ') - 22,/lA + B, a -b), 

on trouve 

2[*(AA - B, a +b) -f [ A + B, a -6)] = 2^fA°» *d) + 2 /(°> <«0 + •••+ s 1- */!*» 2*d)] 

+ 2[/( 2 “^» °) + 2/(2°V/, 8) + 2/ (2“rf, i - l)] - 2 X "2,df(t X d, 0). 

Pour les application de l’e'quatiou obtenue, il est avantageux de mettre 
en évidence le facteur 2 dans les deux nombres A et B, et de remplacer 
la somme simple par une somme triple, comme nous l’avons dit au coni- 
meucement de ce cliapitre. Nous poserous A = a “a, B = 2”(3, en désignant 
par a, (3 deux nombres impairs et positifs, par p et » deux exposauts en- 
tiers, positifs ou nuls. L'équation (i) sera remplacée par la suivante 

(il) 2*m = 2 “aa + 2 *b$. 

• 

Nous groupons ensemble toutes les Solutions de cette équation dans les- 
quelles 2 u a% présente une valeur déterrainée 2 “to', et relativement à ce 
groupe nous faisons deux sommes, Tune relative a toutes les décomposi- 
tions de m 1 en deux facteurs et l’autre à toutes les dccompositions sem- 
blables de la différence 2 x m - 2 “mi = s ¥ nt" divisée par 2 V . Nous obtenons 
ensuite la somme complète en réunissant tous les résultats semblables re- 
latifs à toutes les valeurs 

i, 2, 3 , . . . 2*m-i 
de t'm'. Notre formule devient donc 

(e). - 2 [22 (f (*“« - a + b)-f ( 2 "a + i*p, a - ft))] = 

2 ^ [f( 0* 2 rf) + 2/(0, Ad) + 4/(0, S(t) + ... + t x - 1 f[o, 2V/)] 

+ 2 [f(z x d> 0) + 2 f (2 V, 2) + 2f{i x d, 4) + .. . + 2 f (2 x d, 5 -i)] - 2 X ^df (t x d, 0). 
Les sommes du second membre se rapportent à toutes les Solutions de l e- 
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quation m = dò. Les élements de la triple snmme du premier membre cor- 
respondent à tous les systèmes de Solutions des e'quations 

( 12 ) 2*to = 2 < */7^ , + m 1 = a*, m 11 = bfi. 

Cette formule ne difffere que par les notations, de la formule (e) du cin- 
quième article de Liouville « Sur quelques formules généralcs...» ( Jour- 
nal de Mathémntiques, * m ® serie, t. Ili, p. 280). 

19. Ón peut re'duire la fonction f(x,j) a une fonction paire de x ou 
de y. Supposons d’abord qu’elle se rEduise a une fonction paire de la seule 
variable x, c’est-à-dire a une fonction f (x) qui ve'rifie la condition 

fi- x) = f(x), 

pour toules les valeurs de x employe'es dans nos formules. La formule (e) 
se re'duit d’abord à la suivante 

2[22 {fi** 1 * - *”P) - fi 2 “* + 2 ’P))] = A°)* 2«*( 1 + 2 + 4 + + 2>_I ) 

+ 2 fW) [t + 2 + 2 ... + 2 (- 1)*- 1 ] - & 2 df{* X Ò), 

que l’on simplifie en effectuant les somroes indiquées dans les deux pre- 
miere termes du second membre. On a 

1 + 2 + 4 ... + 2 >_1 — 2 4 — 1, 2d = s, (m) 

(J — I 

1 + 2 + 2 + ... + 2(- l) a “* = 1 + 2 = Ò ; 

2 

au moyen de ces substitutions notre formule de vieni 

(G) 2 [22 (f ( 2fl « - 2 ’P) - /■(«“« + *’P))] = ( 2 X - i) fio) K, (m) 

+ 2 (i - 2 “c0 r M. 

C’est la formule (G) du quatrième article de Liouville (1. c, t. Ili, p. 242 ). 

De mérne on peut re'duire f (x, jr) a une fonction paire de la seule va- 
riable jr. La formule (e) devient alors 

(J) 2 [22 (fi« + b) - f (a — è))] = 2 d [f(id) + 2 r (W) + ... + 2 >-‘ f(2 x d)] 

+ 2 [Ho) + Sfi 2 ) + 2/U) + ... + 2 f[ò - 1)] - 27(0) Kr (m). 

Cette formule est Equivalente a la formule (J) du cinquième article de 
Liouville (/. c. p. 28i). 
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Lorsqse dans ia formule (e) on prend f (x, y) == f{x) (-<)*, sous la con- 
dition f {x) = f (- x), on a d’abord 

f (2 “a - 2*6, a + b) - f (*“« + 2 ” 0 , a -b) = 
a+b o—l b— l 

(- i) 2 (f (*“« - «’jP) + f (*'« + 2 V (3)) =- (- 1) 2 (- if r * A 2 ‘«-2^)]- 

D’un autre cóté, la première somme du seoond membre devient 

f (o) 2 d [(- 1)" + 2 (- i) td 2 a + ... + 2 1 - 1 ] - (2* - 3) f(0) £ t (/»), 
et la deuxième, 

3—1 3—1 

2 f(ì X d) [l - 2 + 2 - ... + 2 (- l) 2 ] = 2 (- *) 2 /■(**<*)• 

La formule (e) changée de signe devient donc 

a—t b— 1 

(K) 2 [22 (A 2 “* - 2^) + f((2“«^)) (- !)“(- !)■*"] - (3 - *>) f (0) ?, H 

3—1 

+ 2 <**<*-(-*) 2 ) f(aV). 

C’est la formule désignée par (K) dans le cinquièmc arlicle de Liouville 
(/. C. p. 282). 

18 . Le cas où l’exposant X s’évanouit mérile une attention speciale. 
D’abord l’un des deux exposants p, v s’évanouit aussi, tandis que l’autre 
est positif. Le norabre ùnpair m se trouve alors partagé en deux parties, 
l’une paire et l'autre impaire. La première somme du second membre de 
la formule (e) s’évanouit; car elle provieni de la somme S' (n® 13) et elle 
correspond 'a l’hypotlièse A' = B 1 qui est impossible lorsque X = o, parce 
que les deux nomhres A', B' sont alors, l’un paìr et lautre impair. On peut 
aussi remplacer l’équation 2“ m 1 + i’m 11 , par l’équation m = m i + 2 ‘ro,. 

Il suffit pour cela de grouper deux k deux les termes de la triple somme 
qui correspond ent a des Solutions symétriqoes 

2^'a, = a’(3, i'<p x = *V, a, = 6, b t = a. 

Les deux termes correspoudants sont égaux, parce que l’on a 
2 + 2 v '( 3, = 2“« + 2”f3, 2*'a, - 2 y, (3 t = - (2“« - t'P), 

à x 6, = a + b, a l - b x = - (a - b). 

Nous remplacerons leur somme par le doublé de celui qui correspond à 
une valeur impaire de = 2 /i a*. Notre formule devient donc 
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{d) *2 [22 </(* “ 2< P> a + b)- f(a + 1 % a -6))] =. 

2 [f (dt o) + ìf (d, 2) + ... + 2 f (d, ò - i)] - 2 df (< d , o). 

La triple somme qui forme le premier membre de eette formule correspond 
a ux trois équations 

(13) m «= m 1 + 2 ‘m it m t = aa, ro 3 = b[ 3, 

en nombres entiers et positifs, tous impairs excepté l’exposant i qui peut 
étre pair ou impair. 

18 . Lorsque daus la formule (d) on réduit f(x , jr) à une fonction paire 
de la seule rariable x ou de la seule variati* j, on obtient les deur for- 
roules suivantes : 

(D) . 2 2[22(A«^) - f(a - *)]- 2ÌA») + 2f(2) + ... + tf(S- 1)] - f( 0)5, (d), 

(F). «2E22A* - 2'(3) - + *'P))] = 2( a - 

Dans ces formules la fonction désignde par f doit yérifier la condition 

f(x ) = f(~ &)• 

On vdrifie cette condition en prenant 

, f[x) => F(or + i) - F(a: — i) , 

F(x) designa nt une fonction impaire de x, car on a 

f(—x) = F(— x + i) - F(-ar -ì) *= — F(x - i) + F(ar + l). 

Pour trouver ce que devient alors le second membre de la formule (D), il 
faut remarquer que l’on a 

flo) = 2 F(l), 2 f( 2 ) =>2F(3) - 2 F(l), 2/(4) - 2F(5) - 2 P(a), ... 
et par cons^quent 

A 0) + 2/(2) •+ 2/(4) + . . . 2fP - I) - 2F(d). 

La formule (D) diviste par 2 devient 

(E) . 2[22(F(n + b + ì) - F(a b + l) - F(<z -b + 1) + F(a -b - i))] = 

2F(rf) - FW x (m). 

On déduit encore une formule remarquable de la formule (d), en y rem- 
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# 


pla^ant f[x,jr) par f(x) (- *)*, la fonction f(x) étant soumise à la seule 
condition f(-x)=-f(x). Dans ce cas 

o+6 

f (« - a+b)-(-i) 2 /■(« - *'|3) 

a — b fl+J 

f(*+ 2*0, rt - A) = (- I) 2 f(« + 2'0) “-(-<) 2 /■(« + 2*/3), 


car les deux nombres a , b étant impairs, l’un des deux nombres 


a + b 


a — b 


est pair, et l’autre, impair. 


D’un autre còte' le terme géuéral de la première somme du second mem- 
bre devient 

*-i ti 

f (d) [i - 2 + 2 - ... + 2(- i) 2 ] = (- I) 2 f ( d ). 


En substituant ces expressions dans la formule (d) et reropla^ant 

o+6 o-l 6—1 

(- i) 2 par - (- i) 2 (- i) 2 

on obtient la formule suivante 


o—i 6 — i i — i 

(I) 22 [22 (- 0 2 (-*)' y ~(f(« + 2'/3) + f( a -s < (3))]-2 2 )» 

Les formules obtenues ici ne diffèrent que par les notations, des formules 
générales, de'signées par les niémes lettres dans le troisième et dans le cin- 
quième arlicle de Liouville (/. c. t. Ili, p. toi, 273). 

20. Nous pourrions démontrer d une manière semblable d’autres formules 
générales données par Liouville dans son quatrième et dans son cinquième 
article. Mais il est plus inléressant de montrer par des exemples le parti 
que fon peut tircr de ces formules. Liouville a considéré plus particuliè- 
rement les conséquences que l’on peut on déduire lorsqu’on égale f{x) a 
une puissance paire de x, ou F(jc) a une puissance de degré impair. Il 
a aussi indiqué comme donnant des résullats intéressants plusieurs formules 
que Fon déduitdes. précédentesen prenanl/^.r) Cosjcf. Ce sont ces demières 
formules que je me propose d’étudier aliti d’en déduire divers théorèmes con- 
cernant certaines formes quadratiques quaternaires. Mais pour obtenir ces 
♦ 


Digitized by ^.ooQle 



— 103 — 

theorèmes dous devrons nous appuyer sur quelques proposi lions relatives 
à la représentations des nombres entiers par les formes quadratiques binai- 
res de déterminant négatif. 


Ch. IV. Expression analytique du nombre 
des représentations d'uri nombre donni m par certaines formes 

quadratiques binaires. 

21 . Jacobi a trouvé par la théorie des fonctions elliptiques que le nombre 
des décomposition du doublé d’un nombre donne' impair m en deux carres 
est égal à l’excès du nombre des diviseurs 4 x + i de m sur le nombre de 
ses diviseurs \x + 3. Dans ces decomposi tions les racines des deux carrés 
sont considérées comme positives, c’est pourquoi il faut quadrupler le nombre 
précédent pour obtenir le nombre des repre'sentations de 2 m par la forme 
x 1 +y a , ou bien, ce qui est la méme chose, le nombre des Solutions de 
l’e'quation 

2 m ■= x 2 +y 2 


en nombres entiers x , y positifs ou négatifs. Si l’on désigne avec Liouville 

d— i 

par p (m) la somme 2 ( _ *) 2 relative a tous les diviseurs du nombre impair 
m, désignés inde'finiroent par d , le nombre des décompositions de wi en deux 
carrés impairs est e’gal à p(m ); le nombre des représentations de 201 par la 
forme (i, 0, l) est exprimé par 4 p(m). 

22. Ce Theorème de Jacobi n’est qu’un cas paniculier d’un théorème 
démontre' par Diriclilet dans ses Recherches sur les applications de l' \Ana- 
lyse à la théorie des nombres ( Journal de Creile , t. XXI, paragraphe VII). 
On le déduit des deux théorèmes suivants : 

I. Si D = P. S*, S* désignant le plus grand carré qui divise D, et que u(n) 
réprésente le nombre de toutes les Solutions des congruences 

1 x’eD ( mod. 



x 


= D (mod. n ) , x* = D /mod. ^ 


dans lesquelles n est un nombre premier avec 2D, dont tous les diviseurs 
carrés, autres que 1, sont e 2 , e' 2 , . . . , le nombre zs(n) est exprimé par la 
formule 

•('0-2(7) 

23 
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où 



est le symbole de Legendre généralisé par Jacobi, et la somme 2 


doit sVtendre a tous les diviseurs i de n. 

II. Soient e 2 , e' 2 , e" 2 ,... tous les diviseurs carrés autres que 1, d’un 
nombre impair n, et désignons par e j(n) le nombre de toutes les Solutions 
diverses des congruences 


x* = D (uvod. n) , x s = D 



x* =T)( i 




mod. 



Si D est négatif et différent de — l , le nombre des représentations de n 
par l’ensemble des formes qui représentent les diverses classes de l’ordre pro- 
premeot primitif de de'lerminant D, sera a o(/t)j ce nombre sera 4 a(n), si 
D» — i. Si pour un de'terminant négatif D, on désigne par Q un système 
de formes représentant les diverses classes de l’ordre improprement primi- 
tif, le nombre des repre'sentations de 2/t par l’ensemble des formes ù est 
20 (/t), si D est ditférent de -3; il est égal a tu (n), si D =» - 3 . 

En re'unissant ces deux propositions, ou obtient la suivante, due à 
Dirichlet : 

III. Si l’on désigne par Q l’ensemble des formes quadratiques 
(n, b, c), (a 1 , b c% (a", b", c"),.... 


propres à repre'senter toutes les classes du méme ordre primitif de déter- 
minant négatif D, et par n un nombre impair, premier avec D, le nombre 
des repre'sentations de n par les formes Q est exprimé 



ou par *2 



suivant que D est <-r ou = - t. 

Le nombre des représentations de 2/t par l’ensemble des formes Q qui 
représentent l’ordre improprement primitif de déterminant D, est exprime' 
par la formule 



si D est différent de - 3 , et par la formule 
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Dans toutes ces 


forra ules 



est le symbole géndralisd de Jacobi, ^ 


désigne une somme doni les eleraenls correspondent à tous les diviseurs 
de ni représente's indéfìniment par i\ enfin les deux nombres n et D sont 
premiere entre eux. 

Lorsque D est de la forme PS 2 , on a 


pour tout nombre impair i premier avec D. 

*3. Pour simplifìer les formules que nous avons en vue, nous inlrodui- 
rons une fonclion numc'rique défìnie par la formule 

° K - 0) - 2 

dans laquelle nous ddsiguons par D un ddterminant négatif, par m un 
nombre impair premier avec D, et par i un diviseur quelconque de m. 
Dans le cas particulier ou D = - 1 , la fonclion o (m, i) coincide avec la 
fonction numdrique p (m) de Liouville; nous conserverons cette dernière 
fonclion, et nous emploierons la formule o (/n, - D) pour les autres va- 
leurs de D. 

Lorsque le ddlerminant D ne présente qu’une classe de formes quadra- 
tiques par genre, toutes les représentations du nombre m par les diverses 
formes Q appartiennent à une seule de ces formes, savoir celle qui repré- 
sente le genre caractérisd par le reste de la division du nombre m par -4D 
ou par — sD, suivant la forme du nombre -D. Soit parexerople D = - 6. Ledé- 
terminant - 6 n’offre que deux genres représentés réspeclivement par les 
deux formes x* + ej' 3 , ix 3 + y a . Un nombre impair m est représenté par la 
premiere forme ou par la seconde, suivant qu’il est de l’une des deux for- 
mes 24 / + i, 24 / + 7, ou bien de l’une des deux formes 24/ + s, 24/ + u; 
pourvu toutefois quìi soit diviseur de la formule u 3 + e. Le nombre des 
représenlation de m par l’une de ces forme est exprimé par la formule 

2n (m, 6) = 22 

de plus a (m, e) se réduit à zèro, lorsque le nombre m n’est pas diviseur 
de la formule u 3 + c. 
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24. De méme, quand D= — 1 , le syslème £t se réduit a la forme x 2 +y*. 
L’expression 4 p(m) donne le nombre des repre'sentations de m par la somme 
de deux carrés. Elle exprime aussi le nombre des représentations du doublé 
de m par la méme forme. Car les deux équations 

2 m = p 2 + q 2 , m = x 2 +y 2 

admettent le méme nombre de Solutions; on passe de l’unc à l’autre en 
posant p => x + y, q = x - y , et inversement 


x=P-^, 

2 


J 


m PZl. 

2 


Chaque systèroe de valeurs de x et de y détermine un système uuique de 
valeurs de p et de q, et ccs valeurs sont nécessairement impaires, puisque 
les deux nombres x, y sont, l’un pair et l’autre impair. Inversemeut clia- 
que système de valeurs de p et de q determine un systéme de valeurs en- 
tières des deux nombres x, y, car dans l’dquation 2 p 2 + q 2 , les deux 
nombres p et q sont nécessairement impairs. 

Il résulte de la que le nombre des de’compositions du doublé d’un nom- 
bre impair m en une somme de deux carrcs impairs est exprime' par 
car à cliaque décomposition correspondent quatre re prése ntations, par les 
quatre combinaisons des signes des deux racines ; le nombre des décom- 
positions est donc le quart de celui des représentalious; et comme ce der- 
nier nombre est exprimé par 4p(m), le premier est exprimé par p (m). 

Le symbole (V) se réduit a + i ou a — t suivant que i est de la forme 

«Hi 

4/ + l, ou de la forme 4 / + 3 ; on peut donc le remplacer par (- i) 2 La 
fonction p(m) exprime l’excès du nombre des diviseurs de m qui sont de 
la forme 4 1 + i sur le nombre de ceux qui sont de la forme 4/ + 3 . Nous 
retrouvons ainsi le théoréme de Jacobi, cité au commencement de ce Mé- 
moire, comme cas particulier du Théoréme de Dirichlet. 

25. La méme expression 4 p(m) donne aussi le nombre des Solutions de 
l’équation 

2*77i = x 2 + y 2 , 

quel que soit Texposanl entier «, posilif ou nul. Soit en efiet X l’expo* 
sant de la plus haute puissance de 2 qui divise en méme temps x et y, 
si fon pose x = 2 * 14 , /=* sV, on a 
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2 * _ai m = u 2 + v 2 . 

Cornine l’un au tnoins des deux nombres u, v est impair, on ne peut faire 
quc deux hypotlièses: ou bien ils sont tous deux impairs, ou bien ils sont, 
l’un pair et l’autre impair. Dans ce dernier cas, on a « - 2 À = o; dans le 
premier, « - 2X = 1. L’équation proposte se ramène dono a l’une des équalions 

2 m=x 2 +y 2 , m = x 2 +y 2 . 

Dans les deux cas le nombre des Solutions de cettc e'quation est exprime' 
par Ap(m). 

Le nombre des Solutions de l’èqua tion m = x 2 + Ay 2 est exprime' par 
2 p (m)} car si l’on fait D = — 4 dans le théorème III (n° 22), on trouve que 
le nombre des représentalions de m par la forme (t, 0, 4 ) est expriraé par 
2n (m, 4). Dailleurs en vertu de regalile 

(¥)-(V)(t)-(t> 

les deux fouctions o (m, 4) et o ( m , 1) =» p ( m ) sont égales ; le nombre de 
ces repre'sentations est donc exprimé par 2 p (m). 

Le méme résullat s’obtient aussi par cette considèration que toute solu- 
tion de l’e'quation m = x 2 + (2y) 2 t en donne deux de l’équation m = « a +o% 
par la permutation des deux carrés : 

23. Soit D = — 2. Ce déterminant ne présente qu’une seule classe de for* 
mes quadraliques, représentée par la forme x 2 +ìy 2 . Le nombre des Solu- 
tions de l’èqua tion 

(a) m *= x 2 + ty 2 

est donc exprimé par la formule 

/ \ ^ ^ t— I 

20 (OT, 2) = 22^j =22 (-1) 8 + *• 

Cette fonction a (m, 2) exprime l’excès du nombre des diviseurs de m com- 
pris dans les deux formules 8 / + 1, 8 / + 3 , sur le nombre de ceux qui sont 
compris dans les deux formules si + 5 , 8 / + 7. 

La méme expression donne aussi le nombre des Solutions de t’équation 

(1 b ) 2 *to =s x 2 + 2 y 2 . 
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Si l’exposant a est >i, les deux nombres x, y sont pairs; soit donc X 
l’exposant de la plur haute puissanre de s qui divise en mérne temps ces 
deux nombres, et posons 

x = t*p, y-&q> 

L’équation ( b ) se change en la suivante 

m = p* + tq*, 

dans laquelle l’un des deux nombres p, q est impair. Si p est impair on 
a a = 2 X. Si p est pair, posons p = 2 r; on a 

i 

8 «— ai— » m _ q* + 

et cornine dans ce cas le nombre q est nécessaireraent impair, on a «=*X-t-j. 
Dans les deux cas, les Solutions de l’équation (b) correspondent une à un e 
à celles de l’équation (a). Par conséqueol le nombre des représentations de 
2 *m par la forme x 2 +sy a est égal a 2 u (m, 2), quclque soit l’exposant «. 

27. Soit D =*-s. L’Ordre proprement primi tif pour le déterminant - 3 se 
compose d’une seule classe re presente par la forme x* + zy 2 . Le théo- 
rème III revient donc 'a celui-ci : Le nombre des repre’sentations d’un nom- 
bre impair m, non divisible par 3 , par la forme x’ + jj’ est égal à to(m, 3 ). 
De mème, le nombre des représentations de so» par la forme sx* + 2 xy + ty % 
est égal a Sta (m, 3). 

Il est facile d’exprimer le nombre des représentations d’un nombre en- 
tier quclconque n par la forme x* + 3 y 2 . Soit en efTet n = 2*, 3^/», m 
étant toujours premier avec 6 . Supposons d’abord « » 0. L’équation 

Z^tn = x 1 + zy 2 

exige que x soit divisible par 3; nous désignons par X l’exposant de la 
plus baule puissance de 3 qui divise en mérne temps x et y, et nous po- 
sons x = 3 l p, y = 3 x q. L’équation propose'e devient 

zP~ 2i m =* p a + 3 q 2 . 

On couclut de là que le nombre des représentations de z^m par la forme 
x 2 + 3 y % est le mérne que celui des représentations de m par la mérne 
forme; il est exprimé par 20 (m, 3). On peut dire aussi que ce nombre 
est exprimé par 

2 u («, 3 ) - *2 (~j\ 
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en c'tendant la somme 2 a tous les diviseurs de n, désigncs inde'fìnituent 

par i, mais a la condition de réduire a zèro la valeur du symbole 

lorsque le nombre i n’est pas premier avec 3 . 

Soit ««!*<». Les representa tions de a “/» par les formes quadra tiques de 
de'terminant - s apparliennent a l’ordre proprement primitif ou a l’ordre 
improprement primitif, suivant quc a est pair ou impair. Dans les deux 
cas, si a est >o, le nombre des representa tions de a *m par la forme 
x 2 + 3y 2 ou par la forme sx 2 + a xy + ty 2 est égal a 6 cr (m, 3). Soit d’a- 
bord a =» a. Le nombre des représentations de 4 /n par la forme (1,0,3) est 
le tnéme que celui des repre'senlations de 2 m par la forme (2, 1, 2); car a 
chaque solution de l’équation 

2 m = ix 2 + ixy + ijr 2 

correspond une sohilion de l’équation 

4 /n « (2X + y) 2 + 3 \y 2 « p 2 + 3 q 2 t 

et re'ciproquement, a chaque solution de la dernifere équalion correspond 
une solution de la preraifere par les formules 



x 


P_Zl 

2 


\7 = < 7 > 


car les deux nombres p t q sont toujours tous deux pairs ou tous deux 
impairs. On passe ensuite à une valenr quelconque de l’exposant a, en 
remarquant que les deux équalions 

£* i+a m = x 2 3 y 2 , a** +l m = 2 .r a 2 xy + 2 y 2 


exigent que les deux nombres x,y soient di visibles en méme teraps par 2 X . 

Enfin lorsque le nombre m est divisible par 3, le nombre des repré- 
sentations de 2 */n par la forme x 2 + 3 y 2 ou par la forme ìx 2 + 2 xy + 2 y 2 , 
suivant que a est pair ou impair, est égal a 20 (/n, 3), si a 0, et k 60 (m, 3), 


si « est >0, mais a la condition de réduire a zèro le s 


ymbole 


dans 


la formule 


o (m, 3 ) = 2 



lorsque i n’est pas premier avec 3 . 
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88 . Prenons eneo re D *■ 6 . Tous les diviseurs de la formule x 2 + # soni 
représentés par fune des deux formes (i, 0 , e), (2, 0 , 3 ), et cbacun de 
ces diviseurs par une seule d’entre elles. Le nombre des représentalions 
de m par celle de ces deux formes qui lui convieni, en supposant m 
premier avec 6 , est e'gal a 2 a (m, e). Cette méme expression donne aussi le 
nombre des représentations de 2 m; car les deux équations 

7» = x 2 + ey 2 , m = 2x 2 + 3 y 2 
entrainenl respectivement les deux suivantes 

2/» = 2 X 2 + 3 (ìy) 2 , 2/» = (ìx) +67-*. 

Pour un nombre quelconque n ~ 2“.3 Pm, le nombre des Solutions de 
l’équation 

n = 2 a . 3 = x 2 + 6?* 2 ou 2 X 2 + 3 y 2 , 

est encore exprime' par 20 (m, 3). On le démontre en remarquant que si 
a et (3 sont supe'rieurs k l’unite', les deux nombres x et^ sont nécessaire- 
inent divisibles par 2 et par 3, de sorte que les représentations du nom- 
bre n parie système des deux formes (t,o,s), (2, 0, 3) se ramènent a celles 
de l'un des nombres m, 2 m, 3 m, 6 m. D’ailleurs les repre'sentations des 
deux derniers nombres se ramènent a celles des deux premiers. Car si fon a 

zm => x 2 + 6 y 2 , 

le nombre x doit étre multiple de 3; posant donc x = 3 z et divisant 
par 3, on a 

m = ìjr 2 + 3 Z 2 . 

Inversement en mullipliant par 3 tous les termes de la dernière équation on a 

am = ( 3 z ) 2 + Bj- 2 . 

Par conséquent les deux e'quations admettent le méme nombre de Solutions. 

Le nombre des représentions de 2“.3^m par celle des deux formes (t,o, 6 ), 
(2,0, 3) qui lui convient, est e'gal a 2 u(m, e). On peut aussi l’exprimer par 
la formule 

2 G 7 (s Pm, 6 ) = 2 ^ 

dans laquelle on de'signe indéfiniment par 1 tous les diviseurs de 3^/71, 
en convenant de réduire a zèro le symbole ^ -r ~^ lorsque le nombre i n’est 
pas premier avec 6 . 
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v Ch. V. Application des formules précédentes 

à quelques formes quadratici ues quaternaires. 

so. On obtient des resultala intéressants relativement 'a plusieurs formes 
quadratiques quaternaires, en faisant f{x)~ cosa:? dans les formules gé- 
nérales formées au moyen d’nne fonction paire f (x) de la seule variable x. 
Dans toutes ces formules on aura 

f(a - b) — f(a + b) =* s sina?, si ab?, 

f(a - b) + f{a + b) « acosa?, co sbt, 

de sorte que dans la somme triple du premier membre, les intdgrations 
relatives aux deux dquations m' = ace, m" = b$ se trouvent sdpardes. La 
transformation du second membre varie suivant la formule considérde. Dans 
les formules (A) et (a), la diffdrence 

/(o)-/(arf?) ou /(o)-/(aW?) 

devient 

ssinV? ou asin*. a* -1 dt. 

Ces deux formules se réduisent donc aux deux suivantes : 

( i ) 2 [2 sina *- 2si n ò?]-2<f. sin ’^* 

(a) 2 [2 8 * nflf * 2 SÌD ^] = * x ~ l 2 rfsin * ( #i_1 dt), 

doni la première se rapporte aux Solutions des dquations 
a to => to’ + to", to' «= ace, m" = b{ì, 
et la deuxième, a celles des trois suivantes 

a x m = to' + to", to' = ace, m" = b{i. 

Dans toutes ces dquations, les nombres to', to", a, a, b, |3, sont impairs 
et positifs. La première formule se déduit de la deuxième en faisant i = i. 

80. Dans les formules (D), (F) et (I) la triple somme du premier membre 
correspond aux divers systèmes de Solutions des trois dquations 

to = m l + s'TOj, to, b» ace, to, sa bj3, 

et le second membre , aux diverses decomposi tions to = di du nombre ira- 

24 
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pair m en deux facteurs. Le second membre de la formule (D) ddpend de 
la somme 

. sin<Jr 

1 + a cosar +■ a cosar + .. . + acos (o — i) r = — — • 

' smr 

Dans les autres formules, la transformation n’offre pas de difficoltà. Oa 
trouve ainsi les formules suivantes: 

(а) 42 [2 sina *- 2 sin6 *] = H - 2 ~ 

( 4 ) 42 [2 sinar. 2 sina'Ar] = 2 (à - d) coadt, 

a— 4 »-« 4— * 

( 5 ) 42 [2 (~ *) 2 cos«r. 2 (-») 2 cosa‘(3r] = 2 (^ ~ (~ 0 2 ) cos dt. 

Enfia la méme substitulion ramane les formules (G) et (J) aux deux 
suivantes : 

( б ) *2 [2 smagar. 2 sina’ar] = (a x - i) ?, (m) + 2 ” 2Ì ^) cos (t x dt). 

( 7 ) *2 [2 s * naf * 2 sin6< ] - 2 * Si ( m ) “ ~ 

2<^ [cosatfr + acosWr + icosadt + ... + a 1-1 cos (a x <fr)]. 

Les premiers membres des deux dernières formules se rapportent aux divers 
systèmes de Solutions des trois e'quations 

2 À m = a “to' + a *m", m' = uà, m '' = b(2, 

en nombres impairs et positifs m', m", a , a, b , (5j les exposaos p, v sont 
des nombres entiers, positifs ou nuls, pairs ou impairs. Pour cbaque par- 
ti ti 011 du nombre donné a x m en deux parlies entières et positives 
a *m" > les sommes 

2 sina“ar, 2 s i na * 

correspondent aux diverses Solutions de l’èqua tion m' = aa, et les sommes 

2 sina*òr, 2 

a celles de l’équation m n = b$. 

3i. Faisons d’abord t - ^ dans la formule (t). On a 
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n 

sinai asina - » (— t) 2 . , 

l ' ' 

Posant donc, suivant la nolation expliquée précéderament (n* tt). 

«— 1 6—1 
p<W) » 2 (- *) 2 * pi™ 1 ') - 2 (- ») 2 

on obtient la formule suivante 

(a) 2 PN* P( m ") " 2 rf ■ (m). 

Pour chaque partition de am en deux parties impaires m', m", le prò- 
duit p(m') p(m") exprime le nombre de toutes les d Scomposi tions de 4m en 
qualre carrés impairs, dans lesquetles la somme des deux premiere carrés 
est égale à am' et la somme des deux autres, k am". Le premier membre 
de la formule précédente exprime donc le nombre de toutes les décompo- 
sition de 4m eu une somme de qualre carrés impairs. Cette formule est 
donc l’expressìon analytique du théorème de Jacobi: 

Le nombre des décompositions du quadruple d’un nombre impair m en 
quatre carrés impairs est égal a la somme des diviseurs de m. 

En multipliant la formule (a) par « on trouve 

(è) 2*p («*')• >p ( m "ì - H- 

Nous avons vu que le nombre des représentations d’un nombre impair m 
par la forme x % + 4/* est exprimé par aa(m, 4) = ap (m) (n? 88). Le pre* 
mier membre de la formule (b) est donc égal au nombre des Solutions de 
l’èqua tion 

(a) am » x* + 4/* + a* + n>* j 

par conséquent la formule ( b ) exprime ce théorkme i 

Le nombre des représentations du doublé (l'un nombre impair m par 
la fosme x a + y* + 4z* + 4 v* est égal à quatre fois la somme des divi- 
seurs de m. 

En multipliant par ie les deux membres de l'équation (a) on trouve 

2 4p(m').4p(m") « i«C, (m). 

Or, pour tout nombre impair m, le nombre des représentations de m par 
une somme de deux carrés est 4p(m). Par conséquent le produit 

4 p(m'). 4p(m") 
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exprime le nombre des repre'sentations de tm par la somme de quatre 
carrés, dont les deux premiers forment une somme égale au nombre im- 
pair m' . La somme de tous les produits semblables, qui correspondent 
aux valeurs successives i, s, 5,... tm - i de m', exprime donc le nombre 
de toutes les reprdsentations de 2 m par une somme de quatre carrés, dont 
les deux premiers forment une somme impaire, ainsi que les deux derniers. 
Notre formule exprime que le nombre de ces représentations est égal à 
16 fois la somme des diviseurs de m. 

32. Dans la méme formule (1), faisons t = -• En ayant égard aux formules 


.aie i 

sin — = -f (- i) 
4 sfl 


-i , a — 1 


-£(V> 2 (V)- «K* 


On obtient la formule suirante 


2 o (m\ 2). o (m 1 ', 2) = 2^ = Si (*»), 
2 20 (//*', 2). 2o (/»'', 2) = (m), 


Cornine 20 (to', 2) et 20 (m !l , 2) expriment respectivement les nombres des 
repre'sentations de m 1 et de m ' 1 par la forme jc* + tj 2 , le premier membre 
de la dernière formule exprime le nombre des Solutions de l’équation 

(9) 2/n = x 2 + y 2 + 2Z a + 2 t* 

dans lesquelles x et y onl des valeurs impaires. Notre formule exprime 
que le nombre de ces Solutions est égal à quatre fois la somme des diviseurs 
de m. Ce n’est pas le nombre de toutes les Solutions; car outre celles 
dont nous venons de parler, l’e'quation (9) en admet d’autres dans lesquelles 
x et y ont des valeurs paires; celles-ci correspondent aux Solutions de 
l’equa tion 

(10) m = z 2 + t 2 + tu 2 tv 2 , , 

par les formules x = tu, y = tv. 

La méme substitution t = - dans la formule (2) donne 

4 

2 u(m', 2 ) u(m", 2 ) = tKi (/») OU 0, 

suivant que X est égal à 2 ou supérieur à 2. On conclut de là que le 
nombre des Solutions de l’équation 
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(li) 47» =X 2 +jr* + 22* + 2 1 2 , 

dans lesquelles les nombres x et j sont impairs, est e'gal a liuit fois la 
somme des diviseurs de m , et que l’équation 

2* + * 7» = X 2 + jr 2 + 22* + 2 t 2 

n’admet aucune solution dans laquelle x et y soient des nombres impairs, 
lorsque le nombre i est positif. 

Ce dcrnier resultai peut se prèvoir a priori; car dans la partition 


0 * + * 


m = m 1 + m n 


si i est >0, l’un des deux nombres t » ' ou m" est toujours de l’une des 
deux formes si + 5 ou 8/ + v, or aucun nombre de l'une de ces deux formes 
n’est reprèsenté par la forme x * + yr 2 . Par conséquent, pour toutes les So- 
lutions de la dernière èquation en nombres impairs et positifs m 1 , m", l’un 
des deux facteurs u(m', 2 ) ou ts(m n , 2 ) se re’duit 'a zèro. 

7T 7T 

33 . En faisant £=-> t = - dans la formule ( 3 ), on oblient les deux for- 

2 4 

mulcs suivantes : 


(a) 42 f(l»,) p(7» l ) + p(7») = (7») 

(b) 22 ® ( 7 » t , 2). o( 7 » a , 2) + O (7», 2) = S,(t»). 

Le produit 4 p(m t ) exprime le nombre des Solutions de l’èquation 

(12) 7» = X 3 + y 2 + 2* ( 2 * + t *), 7>0, 


dans lesquelles la somme des deux premier carrès est ègale a 7 »,. Par con- 
se'quent la somme 

2 4p(7»,). 4p (/»,) 

exprime le nombre des Solutions de l’èquation ( 12 ) dans lesquelles la somme 
des deux premiers carrès est un nombre impair, infe'rieur a m. Si fon 
ajoute a ce nombre celui des Solutions dans lesquelles x * + y 2 =m, sa- 
voir 4p(7»), on obtient le nombre de toutes les Solutions de l’èqua tion ( 12 ), 
et la formule (a) exprime que ce nombre est égal à 4 £,(tk). 

Dans le cas où le nombre m est de la forme 4» + 3 , le nombre i est 
constamment ègal a i; car t», étant de la forme 4/ + t, m-m 1 - 2 , m i est 
de la forme 4 / + 2 . Dans ce cas l’èquation (a) exprime le thèorème suivant: 


1 
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Le nombre des Solutions de téquation 

( 18 ) m = 4 n + 3 = x* + y* +■ t (z* + t*) 

est égal à quatre f bis la somme des diviseurs du nombre m. 

Hans le méme cas où /»=*»+ 3, l’équalion (a) mise sous la forme 
suivante: 

(a) 2 2p (m,). ip(m t ) = l, (m), 

exprime que: 

Le nombre des Solutions 'de téquation 

(n) m *= 4tt + 3 = x* + 2y* +-U* + «t* 

est égal à la somme des diviseurs de m. 

Car * p(m,) exprime le nombre des repre'sentations de m, par la forme 
(j r* + 4 z*)i par conséqnent le produit xjs(ro,). ip(m t ) exprime le nombre des 
Solutions de l’équation (i4), dans lesquelles jc* + sz* = m, et jr* + 4£* = n* a ; 
la somme de tous les produits semblables, qui correspondent aux valeurs 
i, 8 ,... m - 2 , de n»„ c’est-'a-dire le premier membre de la formale 
exprime le nombre de toutes les Solutions de l’équalion (it). 

34. La formule (a) peut encore s’interpréter d’une autre manière et doo- 
ner le nombre des représentations d’un nombre impair quelconque m par 
la somme de quatre carrés. En effet, ces représentations peuvent se par- 
tager en trois groupes, celles où les deux premierà carrés sont nuls, celles 
où les deux derniers carre's sont nuls, et enfia celles où la somme des 
deux premiers carrés est positive ainsi que celle des deux derniers. Or le 
nombre des représentations comprises dans cliacun des deux premiers grou- 
pes est égal à celui des représentations de m par la somme de deux carrés; 
il est exprimé par 4 p(m), et le nombre des termes des deux groupes, par 
8 p(m). Le nombre des représentations du troisième groupe est le doublé 
du nombre de celles dans lesquelles la 6omme des deux premiers carrés 
est un nombre impair., inférieur à m; car a chacune de ces dernières re- 
présentations il «n -correspond une autre dans laquelle la somme des deux 
premiers carrés est un nombre pair; ces deux représentations se déduisent 
l’une de l’autre en échangeant les deux derniers carvés avec les deux pre- 
miers, sans altérer autremenl l’ordre de ces carrés. O’ailleurs le nombre 
des représentations de m par une somme de quatre carrés doni les deux 
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premiere forment une somme impaire, inférieure à m, est exprime par 
la somme 

2 *p( m t)‘ 4 p ( m t ) 

e'tendue a toutes les Solutions de l’équation »» = «, + en nombies iro- 

pairs et posilifs m„ m t ; car le produit 4p(m t ).4p (/»,) exprime le nombre 
de toutes les combinaisous possible des Solutions des deux équations 

m, = x 2 + J" 2 , 2 < m t = z a + £ a ; 

la somme de tous les produits semblables est donc égale au nombre des 
Solutions de l’équation 

(15) m = il + i = x 1 + y 2 + z* + t 2 , 

dans lesquelles la somme x 2 + _y 2 est un nombre impai r, inférieur à m. 
Le doublé de cette somme est égal au nombre de toutes les Solutions de 
l’èqua tion ( 15 ) dans lesquelles x 2 +jr 2 et z 2 + t 2 sont. >0. 

Par conséquent le nombre de toutes les Solutions de l’équation (is) est 
égal a 

8p(m) + i^4p(m l ). 4 p(m a ) = 8£, (m): 

Le nombre des représentations d'un nombre impair quelconque m par 
une somme de quatre carre's , à racines positives, négatives ou nulles, 

est égal à huit /bis la somme des diviseurs de m. 

/ 

35. L’interprétation de la formule (b) n. 33, repose sur ce fait démontré 
plus haut (n.* 26), que le nombre des représentations de 2 “/» par la forme 
(i, o, 2 ) est exprimé par 20 ( m , 2 ), quel que soit l’exposant entier a, nul 
ou positif. Le produit 2 o(m,, 2 ). 2 o(m | , 2 ) exprime le nombre de toutes les 
combinaisons de chacune des Solutions de l’équatiou m t = x 2 + 2^ a , avec 
chacune des Solutions de l’une des deux équations m a = z a + 2 1 2 ou 
2 l m t = z 2 + 2* 2 = ìt 2 + 4u 2 . La somme de tous les produits semblables est 
donc égale au nombre des Solutions soit de l’équation 

(16) + 2 y 2 + 2 ' (z a + 2 1 2 ), *> 0 
soit de l’èqua ti on 

( 17 ) m = x 2 + iy 2 + 2 1 2 *t- 4 u 2 , 

dans lesquelles x 2 + iy 2 est <m. On aura le nombre de toutes les solu- 
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tions de chacune de ces deux équations en ajoutant le nombre sa(x, j) 
des Solutions dans lesquelles x 3 + %y 3 = m. La formule ( b ) multiplie'e pars, 
exprime que le nombre de ces Solutions est égal à 2 ?, (ni). 

se. En faisant t = ^ dans la formule (a), on a 




2 (Ì~d)cOS y- 


Comme le facteur sin C?) s’évanouit pour toute valeur entière de t 
supérieure a i, il suffit de conside'rer les équations 
m = m i + 2 m t y m, = aa, m f = 6(3. 

\(P — i 


Or on a 


sin 


™ ‘ (lA 

4 / 4 y 2 


i ò— i 

. 2&TT — 

sm — — = (- i) 2 


4 . • 2^TT . 

2 Sin y = o(m I? 2 ), 2 sin — = P( m ,)- 


La formule précédente devient donc 

<2 o(m„ 2 ). p(n*,) = 2 (d - d) (- i) 8 , di = m. 


d 1 — 1 
8 


Comme l’équation m = di est symétrique par rapport aux deux lettres 
d, i, on a 

i ì 

2 d (— *) 8 = 2«*(-*) 8 > 


de sorte que notre formule peut s’écrire 

^-1 d 2 — 1 

S 4 p ( to *) *) » *S ((- o 8 - (- *) 8 )• 

Le premier membre de cette formule s’interprète de la manière suivante. 
Pour cliaque solution de l’équation m = ro, + 2 /n, en nombres impairs et 
positifs, le produit 4p(/n t ), 2 o(/n | , 2 ) exprime le nombres de toutes les com- 
binaisons possibles d’une solution de l’équation 2 m f = x 3 +y*, avec une 
solution de l’équation m { ^z 3 + 2**; ce nombre est évidemment égal a 
celui des Solutions de l’équation 

(i8) m = 1 * + + /,* + sf* 
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dans lesquelles les troia premierà carrès sont Impiirs et le£ deux premierà 
formeat une somme égale a s /»,. La somme de tou$ les produits sembla- 
bles qui correspondent aux valeurs 2 , 4, 6, ... m — t de 2 /n,, exprime le 
nombre de toutes les Solutions de l’e'quation (ts), qui correspondent a des 
valeurs impai res des troia premiers carre's. 

Si l’on considbre 4 p(m 2 ) corame représentant le nombre des Solutions de 
l’équation m a = x 2 + y 2 , le premier membre de l’équation (c) exprime le 
nombre des Solutions de l’équaliou 

( 19 ). m = x 2 + 2 y 2 ■+■ 22 * + 2 t 2 , 

dans lesquelles la somme jr 2 + z 2 est un nombre impair m r 

On reconnait immédiatement que les deux formes (is) et (io), eu e'gard 
aux reslrictions e'noncés, ne peuvent convenir quìi des norabres de l’une 
des deux formes 8/ 3, si + 5 . Au besoin on en serait averti par le second 

membre de la formule (c) qui se réduit à zèro, lorsqu’on suppose m=sn*=i. 
Dans ce cas, en effet, les deux facteurs d, S sont compris dans la méme 
forme 8/ + «, si m = 8» + 1 , on dans deux formes opposées si + «, si - a, 
si m *=* sn — i. Dans l’un et l’autre cas on a 

3 *— 1 d* — t 

(-4) 8 =(-t) 8 , 

et le second membre de la formule (c) sVvanouit. 

Au conlraire, lorsque le nombre m est compris dans la formule 8/ =*= 3, 
l’un des deux facteurs d, d est compris dans la méme formule, et l’autre, 
dans la formule si ± i. Dans ce cas, on a 

i 2 -i cT-i , . . 

= + t (mod. 2 ), 

S 8 


et la formule (c) devient 

<T— 1 

(c) K> 2 )* 4 p( m >) - 4 S(- J ) 8 d - 

Le second membre de cette formule est égal à quatre fois l’excès de 
la somme des diviseurs de m compris dans la formule si* s sur le nom- 
bre de ceux qui sont compris dans la formule 8 l*i. Par conséquent la 
formule ( c ') appliquée a l’equa tion ( 18 ) exprime ce théorème: 

Le nombre des vepre sentations d'un nombre impair m <= 8n * 3 par la 

25 
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somme de Irois carre's impairs plus le doublé d*un quatrième carré' pair 
ou impai r, est e’gal à quatre fhis Vexcès de la somme des diviseurs si ± a 
de m sur la somme de ses diviseurs »l*i. 


37. Si Pon considère 2p ( m t ) comme exprimant le nombre des représcn- 
tations de /», par la forme z + 4 £*, la somme ^20 {m lt s).2p (m f ) exprime 
le aombre des Solutions de Péquation 

( 20 ) m = x 2 + iy 2 + 2 (z* + 4 £*), 

dans lesquelles z est un nombre impair; la formule (c') exprime que le 

P-t 

nombre de ces Solutions est égal a 2^^ (— 0 8 • 

Si m - si + 5 , les deux carrés y 2 et z 2 sont tous deux impairs, dans ce 
cas Pexpression précédente donne le nombre de tòutes les Solutions de 
l’éq natica 

(2t). 8/ + 5 = X 2 +> ty 2 + 22*8 £*. 

Si m 8/ + 3, l'equa tion 


(*2). 9 / + 3 = x 2 + 2y 2 + 22* + 8£*, 

exige que l’un des deux carrés y 2 , z 2 soit pair et Pautre impair; mais on 
peut permuter entre eux ces deux carrés, landis que dans Péquation ( 20 ) 
le carré impair mulliplié par 2 doit former le troisième terme. Le nombre 
des Solutions de l'équation ( 22 ) est donc doublé de celui des Solutions de 
Péquation ( 20 ); par conséquent il est exprimé par la formule 


P-i 

4 8 . 

7T 

38. En faisant t = - <lans la formule (e) et en ayant égard aux formnles 
suivantes: 


a — 1 . 1 / v 

(-*) ! Cos " - (- I) « 


on trouve 


4 ^2 

w, — I 8—1 


/ Ubili ti A 

£(M 2 2 (-«) 2 Cos^-j-2(rf-(-i) *)(^ 
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Le facteur Cos se réduit à o, a - i ouk -m, suivant que l’on a i = i, 

i ss s ou i > 2. Par conséquent dans l’e'quation 

m ** m l + 2 , m t 

on doit ne'gliger toutes Ies sotulions dans lesquelles / => t. De méme on 
doit omettre les Solutions dans lesquelles m, est de Fune des deux formes 
si + $ ou a/ + 7, parce que les valeurs corrcspondantes du facteur o(m ( , a) 
s’e'vanouissent. Enfili on ne doit pas non plus tenir compte des Solutions 
dans lesquelles m t serali de la forme il + 3 , car la somme 

2 (- t)~ Cos - Cos^ £(- f ) 8 - Cos y p(m 2 ) 

1 

se re'duit alors a zero; on a donc (- 1 ) 2 = \ . 

Si m <= 4 « + i, on ne peut donner a m t aucune valeur de la forme 4 /+ 3 , 
parce qu’ators la dilfe'rence m - m l serait de la forme 4/ + 2 et Fon aurait 

1 = 1. D’un autre cóle' les deux facteurs d y i vérifient la condition — — - = - — ^ 

2 2 


(mod. 2), par conséquent (- 1) 2 = I— i) 2 ^ aDS Ce C8S 

□otre formule prend la forme snivante 

2< « * 

(d) 45 )ct (" 1 1 > 2 ). Cos — p(m a ) + a (m, 2) = %d (- 1) s . 

Si m = in * 3 , le nombre m doit ótre de la méme forme de sorte que 

m , — 1 

(—1) 2 = - i pour toutes les Solutions que nous avons à considerar. D un 

4—1 d — l 

autre còte' on a (- 1) 2 =-(— i) 2 ; par conséquent nolre formule chan- 

gée de signe, eu égard aux égalilés g) =(-*) 8 , (-v 2 ‘©-(V) 
devient 

f d 2 ~—i 

(d') 4^1 2). Cos^ p (m.j) + a ( ni , 2) - - d]£)(- 1) 8 

Les deux formules peuvent se re'unir en une sente, savoir 


Dans ce cas 


(2) 2 u ( m , 2) + Jfru {rn u 2). 4 p(m 3 ) Cos— = 2 (- 1) 2 i) 8 
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Le premier membre se rapporle 'a toutes les Solutions de l’èqua tion 

m = ro, + i'ra, 

en nombres impairs et posilifs m„ w* a , et le second, a celles de l’èqua- 
tion m = dò. Pour interprèter le premier membre, nous distinguerons les 
diverses valeurs de m relativemeut au module 8 . 

39 . Soit m => m + i. Le nombre m t doit étre de méme forme, par con- 
sèquent la dilTèrence = est divisible par 8 j on a i>a et 

2* ir 

Cos— est. En méme temps les deux facteurs d, i vériQent la conditimi 
^ =» -j la formule (e) devient donc 


1 

(e 1 ) 2 a ( 8 / + 1, 2) + 2 2 °( w, i» 2 ) 4 P ( m i) “ aS^H) - 8 T = 2%d(- *)~ • 


Le premier membre de cette formule exprime le nombre des Solutions de 
l’èquation 

(23) m = 8 / + i = x* + + 4 (z a + £*); 

car le premier terme 20 (s/ + t, 2) exprime le nombre de celles dans les- 
quelles les deux derniers carrés soni nuls, et le second terme, le nombre 
de toutes les autres Solutions. Douc 

Le nombre. des Solutions de l'e’quation (23) est e'gal à deux fois l’ex- 
cès de la somme des diviseurs sh ± 1 de m sur la somme de ses divi- 
seurs 8 h * 3. 

Soit m = in + 5. Le nombre m, doit étre encore de la forme 8^*1, et 

» 2*7T f t m 

l’on a i = 2, Cos — = - t . Mais en méme temps a(m, t) s’évanouit et les 

d 2 — i d 2 — t 

deux facteurs d t d vèrifient la congruence = + i (mod. 2). 

8 S 

La formule (e) changée de signe devient donc 

9*— t 

(e"). 5J20 ( m it 2). tp (m,) = agrf (- IJ 8 . 

Elle exprime ce tliéorème : 

Le nombre des Solutions de téquation 

(24) . m = 8 n + 5 =* x* + 2y* 4 (i 1 + t*) 
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est égal à deux fois l'excès de la sortirne des diviseurs de m compris 
dans la formule sii *3 sur la somme de ceux qui sont de la forme sh ± i. 

Soit m = si + 3. Le nombres m, doit étre de méme forme, de sorte 

2 Ìtz 

que la diffe'rence m—m l est divisiblc par 8, on a * > 2 et Cos — = i. 

4 

in — I d 2 — I «fi — 1 

On a en méme temps (- i) 2 = - i et (- i) 8 = - (- i) 8 ; 

y— \ 

(e") m=w + 3, 2v(m, 2 ) + ^za(m lt 2 ) 4p(m f ) = (- 1 ) 8 . 

En considérant 4 p(m a ) comme expriment le nombre des Solutions de cha- 
cune des deux équations 

s'”* ra a = z 2 + 1 2 , 2'- 3 m a = z 2 + t 2 y 

on deduit de la formule (e") que : 

Le nombre des Solutions de l'équation 

( 25 ) . m = 8/1 + 3 = X 2 + 2 jr 2 + l(z 2 + t 2 ), 

comme celui des Solutions de l'équation 

(26) . m = 8» + 3 = X 2 + 2jr 2 + 8(z* + t 2 ), 

est égal à deux fois l'excès de la somme des diviseurs sh *3 de m, sur 
la somme de ses diviseurs sh ± 1 . 

Soit enfin m = m + 7 . On a u (/», 2 ) = 0, = — — (mod. 2 ). D ailleurs 

8 8 

m x Staili de la forme 8/ + 3, la différence m — m i est de la forme 8& + 4. 
On a dono i « 2, cos — « - i ; Téquation (e) changée de signe devient donc 

(e"") 2 2 a(m„ 2 ) . 4 p(m t ) =£d(-i) 8 , 

et elle exprime le théoième suivant : 

Le nombre des Solutions de l'équation 

( 27 ). m = 8n + 7 = x* + tjr* + 4 (z 2 + t 2 ) 
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» 

est e’gal à deux fois /' excès de la somme des diviseurs 9J1 * t de m 
sur la somme de ses diviseurs sk * 3. 

Nous revicudrons sur les résultats procèderi ts pour eri déduire diverses 
consequences relatives aux forraes quadratiques x* + y* ■+■ 2* + tt*, x 2 + tjr 2 
+ 22* + 2< a ; pour le moment, nous nous bornons aux consdquences imme- 
diates des formules. 


40 . Si 1 ’ on fait t = - dans la formule (7), le premier membre devient 


2 S P ( mf ) P ( m ' )> (* in * = 2 ' m! + tfW’}. 

Le coeflicient de d dans le dernier terme du second membre est, en sup* 
posant X > 0, 

Cos 7C + 2 Cos 27T -K 4 Cos 47T 2 i_ 1 CoS 2*" 1 IT = 2 l — 3. 


Oli dc'duit dono de la formule (7) multipliée par 8. 

2 . 4 p (m) + 2 *P ( m ) *P ( m "ì = 2 *S. M- 

Le premier membre esprime le nombre des Solutions de l’équation 

( 27 ) * l m = x 2 + y 2 •+■ z* + t 2 , 

pour toute valeur entière et positive de X. Car le nombre des Solutions dans 
lesquclles les deux premiers carres satisfont a la doublé illegali le' 

0 < x 2 + jr 2 < 2 x m 

est cxprimé par la somme *P ( m '). 4 p ( m "). Pour oblenir le nombre de loutes 

les Solutions, il faut ajouter le nombre de celles qui satisfont soit a l’e'qua- 
tion x 2 +jr 2 = o, soit à l’e'quation x * + y 2 = C li acuii de ces deux nombres 
est e'gal a celui des représentations de t. x m par une somme de deux carrés, 
c’est— a-dire a 4 p (ni); par consdquent le terme 2.4 p ( m ) exprime le nombre 
des Solutions de IVqualion (27) dans lesquelles la somme des deux premiers 
càrre's est nulle ou e'gale a 2 x m. Notre formule exprime donc ce llidorème 
de Jacobi : 

Le nombre des repre’sentations d' un nombre pair 2 l m par la somme 
de quatre carrés est e’gal à vingt quatre fois la somme des diviseurs 
impairs de ce nombre 2 ^m. 
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41 . En posant t « - dans la formule (7), on trouve 

(m' t 2) o (m", 2) = 2 X S, (m) - o (/», 2) — ^d (-2 + 4 + 8 + ... + 2 x- ‘). 
ou bien 

2 o (m\ 2). cr (/»", 2) = 2 ?, (m) - u (/», 2), 

suivant que X est e'gal a 1 ou supérieur à 1. Quand X = 2, le coefRcicnt de 
d est - 2 = 2 * - 6 . Quand X est >2, la somme - 2 + 4 + 8 + ... + 2 * -1 est e'gale 
a 2 X - 6 . 

On a donc 

(/) v (m, 2) + 2 a ( m '> 2 ) 0 ( «) = 2 ?i (*»), si X = t, 

(f) a ( m , 2) + ^ 0 ( m '> 2 ) 0 ( m "’ 2 ) = ®Si (°*)> s * * 4151 •> i* 

La formule 4 <a (m, 2) + 20 {m' f 2). 20 (/»", 2) 

exprime le nombre des Solutions de l’dquation 

(a»). 2 X /» = X* + 2 ^* + 2 * + 2 t*J 

car le premier terme 2. 20 (/n, 2 ) exprime le nombre de celles dans lesquelles 
on a x =jr = 0, ou bien z=t = 0 ; et le second terme donne le nombre de 
celles dans lesquelles le deux sommes x* + 2j- 3 , z* + 2 t*, sont respectivement 
égales a deux nombres entiers et positifs 2“ m\ 2 W' dont la somme est 
égale a 2 x m. Les formules (/) et (f) mullipliées par i expriraent donc le 
théorème suivant: 

Le nombre des Solutions de l'équation 

( 28 ). 2 1 !» «=» X* + f 3 + 2 (Z* + t*) 

est égal à huit fois la somme des diviseurs de m , si X = 1 , et à vingt 
quatre fois cette mente somme , si X > 2. 

42 . Lorsqu’on fait t = ~ dans l’équation (e ) , on trouve 
fe). 2 sin —■] = (** - i) K, (m) + £ (* - 2 X «0 Cos 

La facteur Cos est indépendant de d ; il est nul si X = 1 ; il est 
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égal a - i, si A = 2 , et a + r si A est > 2 . Dans ce demier cas le second 
membre se re'duit a zero. On reconnait aisdment que le premier membre 
doit s'annuler lorsque A est > 2. Car les Solutions de l’équation 

2 /+3 m — 2"/» 1 + 2 r m n , / ^ o, 


se partagent en trois groupes , suivant que 1’ on a fi = » = o ; fi = v = i ; 
fi > t. Dans la dentière hypothèse sin 2 ^ = o. sin ~2L = o. Dans le se- 
cond groupe où fi = » = t, l’ un des deux nombres to', to'' est necessaire- 
ment de la forme 4/ + 3, de sorte que l’un des deux facteurs 


2 sin “ ■ p( TO ')> S sin V = P ( m ") 

2 2 


se réduit à zdro. Enfio pour Ics Solutions du premier groupe on a 


2 sin 


u K» 2 )» S sin 

4 ys 


bx 

4 


= 4= a (m\ 2 ). 

V* 


Comme dans 1* équation t l m = m 1 + m", lorsque X est égal ou supérieur a. 
3* l’un des deux nombres to', /»" est nécessairement de fune des deux formes 
8/ + 5 ori 8 /.+ 7, l’un des deux facteurs o (to’, 2 ), o ( m ", 2 ) est toujours nul. 
Il suffit donc d’exaroiner la formule ( 9 ) dans les deux cas où X = 1 , ou 2 . 
43. Soit d’abord A=i. La formule (9) devient 



Si dans l’équation 2 “to' + 2 "to' 1 = 2 ro, on suppose fi ou v s 1 , on a v ou fi > 1 , 
de sorte que Fune des deux sommes renfermées entre crochets est égale a 
z^ro. Il sufiit donc de considerar le cas où t « = v = 0 . On a dans ce cas 

2 ® ('»'> 2 ) o (m", 2 ) = ( m ), 

comme nous l’avons trouve' plus haut (n.° ss). Cette formule exprime que: 
Le nombre des Solutions de l'équation 

im = se* + 2 ( 3 * + t 2 ) 

dans lesquelles x et y ont des valeurs impaires est égal à quatre fois 
la somme des diviseurs de m. 
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Si X = 2, on a cos — = - i, et le second membre de la formule (g) se ré- 

duit a 65,(/n), puisque d « d = K x (m) . Quant au premier membre, il 
se réduit 'a zero lorsqu’on suppose /x ou v > i. Par conséquent, de toutes 
les Solutions de l’équation 

\m «= 2“m' + 2 ’m", 

il suffit de conside'rer celles dans lesquclles on a /x «= v «= o, on |i = v = i, Les 
termes de la formule (o) qui correspondent a la première hypothèse ont 
pour somme 2) a(m", 2 ); ceux qui correspondent à l’hypothèse fx-v = i 

ont pour somme par consdquent la formule (g) devicnt 

2 » (m 1 , 2 ) . a (m", 2 ) + 2 2 p(m') p(rn") = 6?, (ni). 

Le première somme se rapporte aux Solutions de l’équation 

4 m = m! ■+• m", 

et la denxième, a celles de l’équation 

2 m = to' + m". 

Nous avons vu que ^p(m') p(m u ) = Z t (m), (n Q zi) •, par conséquent notre for- 
mule peut se réduire a la suivante : 

2 2 olm', 2 ) . 2 u(m", 2 ) — 16 &, (m), 

Le nombre des Solutions de l’equation 

4 m = r 1 + /* + 2(z* + t 2 ) 

rfflrtr lesquelles x et y ont des valeurs impaires, est e’gal à seize /bis la 
somme des diviseurs de m. 

Ch. VI. Sur les formes quadratiques 

x 2 + y 2 + 2(z a + t 2 ), x 2 + y 2 + z 2 + 2t 2 , x 2 + 2y 2 + 2 z 2 + 2 t 2 . 

44. Nous avons obtenu concernant cps formes des résultats que nous allons 
re'unir et compléter au moyen de considérations arithme'tiques fort simples. 
La prèmière forme peut représenter tous les nombres entiers. 

Le nombre des représentations d’un nombre impair m par cette forme se 
déduit du théorème relatif à l’cqualion ( 17 ) du n Q 35 . Car les Solutions de 
l’e'quation 

26 
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(1) . m = x* + y* + 2 (z 3 + £*) 

se déduisent deux a deux de celles de l’équation 

( 17 ). m = p* + Aq 2 + 2(2* + t *) , 

en pjosan t alterna ti vement, pour chaque solution de cette dernière équation, 

x = p, y =» zq, et x = 2 y, ^ ■= y». 

Le uorabre des Solutions de la première équation est donc doublé de celui 
des Solutions de la dernière. Par conse'quent (n° ss) : 

Le nombre des repre'sentations d'un nornbre impair m par la forme 
x* + y* + a(z* + t*) est e'gal à quatre fois la somme des diviseurs de m. 

Ce théorème et celui de Jacobi concernant l’équation 

(2) m =» x* + jr 2 * z* + t 1 

sont une conséqueuce immediate l’un de l’autre. En effet le nombre des 
Solutions de cette e'quation qui salisfoDt a la condilion 

z* t 2 = 0 (mod. 2) 

est égal à celui des Solutions de l’équation 

(1). ni = x 2 + jr 2 + ip 2 + 2 q 2 , 

car ces Solutions se correspondent une a une au moyen des formules 

z ■= p + q, t = p - q, z* + t 2 = 2 (p* + q'). 

Or le nombre des Solutions de l'e'qnation (2) qui satisfont à la eondition 
énonce'e est la moilie' du nombre de toutes les Solutions; car si nous grou- 
pons ensemble toutes les Solutions de réquation (2) dans lesquelles la somme 
des deux devniers carrés est paire, il sulTit de permuter x et y respecti- 
vement avec z et t , pour obtenir un nombre égal de Solutions dans les- 
quelles la somme des deux derniers. carre's est impaire. Donc 

Le nombre des repre'sentations d'un nombre impair m par la somme 
de quatre carre's est doublé de celui des repre’sentations du ménte nom- 
bre m par la fórme x* + y* + 2(2* -1- 1 3 ). 

45 . Pour un nombre pair 2 *. m, la théorie de la méme forme se dédait 
des re'sultats obtenus dans les n°* 32 , 33 , 41 , 42 . Le théorème du n° 4 t 
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donne le nombre de totttes les Solutions de cette équation. Le n 4 +2 déter- 
mine le nombre des Solutions dans lesquelles x et y sont des nombres im- 
pairs; il nous apprend que ce nombre est 


4 $, (m), i6Ì, (m) ou o, 


suivant que l’on a 

X = t, X = 2, on X> 2 . 

Le théerème du n° <1 peut aisément se déduire de celui-ci et du tliéo 
rème démontré plus haut n° 44. D’abord les Solutions de l’équation 

(a). ìjn =* x 2 + y 1 + 2 (z a + t a ) 


se partagent en deux groupes, celui des Solutions où x et y sont impairs. 
et celui des Solutions où ces deux nombres sont pairs. Nous venons.de 
dire que le nombre des premières Solutions est égal à 4?, ( m ). D’ailleurs 
le nombre des Solutions dans lesquelles x et y sont pairs est égal à celui 
des Solutions de l’équalion (i), cest-à-dire a 4?, ( m ) (n? 44). Le nombre de 
toules les Solutions de l’équalion (a) est donc égal a 8$ 4 , (ni). 

De méme les Solutions de l’équation 

(4) . 4/n => x* + y* + s (z* + t a ) 

se partagent en deux groupes, suivant que x et jr sont pairs ou impairs. 
Or le nombre des Solutions du premier groupe est égal a celui des Solu- 
tions de l’ équation (a), c’ est-a— dire a 8 S,(/n). Le nombre de celles du se- 
cond groupe est i6£,(/n). Par conséquent le nombre de toutes les Solutions 
de l’équalion ( 4 ) est égal a 24? ,(/«). 

46. Les deux équations 

(5) . m = x 1 + p % + q* 2 £*, 

(6) . m = x 1 + 2 \jr* + 2 z 1 + 2 f 2 . 

doivcnt ótre considérées conjointement. Cbacune d’ elles est possible pour 
toute valeur impairc de m. Cliaque solution de l’ équation (6) donne une 
solution de l’équation ( 5 ) par les formules 

(A). 2 y = p + q, 2 Z= p - q, 2/* + 2 z* = p* 1 - q*. 

Mais dans les Solutions ainsi obteuues la somme p* + q 1 est paire , ce 
qui exige que le premier carré, x 1 , soit impair. Inverseraent toute solu- 
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tion de l’équation (s]f dans laquelle x est impair donne par les forimi les (A) 
une solution de l’équation (e). 

Le nombrc des Solutions de /’ equation (e) est égal à celui des Solu- 
tions de l'écfuation (s) dans lesquelles le premier carré est impair. 

Si dans l’equa lion (s) on suppose x, p et q impairs , le nombre m est 
de la forme 8/ + 3 ou s/ + s, suivant que t est pair ou impair. Par consé- 
quent si le nombre m est de la forme si =* i , un seul des trois nombres 
x, p, q est impair. Dans ce cas le nombre total des Solutions de l’équa- 
lion (s) est triple de celui des Solutions dans lesquelles le premier carré 
est impair. Si donc nous désignons avec Liouville par A(ro) le nombre des 
Solutions de l’équalion (s) et par B(m). celui des Solutions de l’équation (e), 
nous avons cntre ces deux nombres la relation A(8 n * i) = sB(sn =* l). La 
relation entre ces deux nombres est plus compliquée lorsque le nombre m 
est de la forme sn ± 3. 

Il faut d’abord partager en deux groupes les Solutions de l’équalion (ó), 
suivant que les trois nombre x , p , q sout impairs ou qu’un seul d’enlre 
eux est impair. Nous désignons par A' le premier groupe ainsi que le nom- 
bre de ses termes , et par A' 1 le deuxième groupe et le nombre de ses 
termes. De méme nous partageons les Solutions de I’ equation (6) en deux 
groupes, suivant que la somme j* + z 1 est impaire ou paire. Nous dési- 
gnons par B' le premier groupe ainsi que le nombre de ses termes, et par 
B" le second groupe et le nombre de ses termes. 

Dans le groupe A', les deux nombres p , q élant impairs, on peut poser 

(A). p + q = y, p-q = 2z, p* + q* = 2f* + 2 Z* ; 

donc à chaque solution dii groupe A' on fait correspondre par les formu- 
les (A) une solution de l'équalion (e). Cette solution appartient au groupe B', 

puisque la somme y' 1 + z 2 = - + - est impaire. Inversement a toute solu- 
tion du groupe B', correspond par les formules (A) une solution du grou- 
pe A'. On a donc A' = B'. 

Dans le groupe A " le nombre des Solutions qui commencent par un 
carré impair est le tiers du nombre total A", puisque le carré impair peut 
occuper successivement trois places dilférentes. Or les formules (A) font 
correspondre une solution du groupe B' 1 à chaque solution du groupe A", 
commen^ant par le carré impair; car les deux nombres p et q élant tous 
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deux pairs, les formules (A) déterminent pour y et z des valeurs entières 
dont la somme est paire, en vertu de la relation sy 2 + tz* = p 1 + q' . In- 
versement 'a toute solution du groupe B" les formules (A) font correspondre 
des Solutions du groupe A' ( dans lesquelles les deux carrés p* et q 1 sont 
pairs, et a:*, impair. On a donc B" = j A". 

D’ailleurs on a entre les deux nombres B', B" la relation B r = 2 B"* Car 
les trois carrés y 2 , z % t 2 ne peuvent étre, ni tous pairs ni tous impairs, 
parce que le nombre m serait de la forme 8 / + 1, dans le premier cas, et 
si 7 dans le second; par conse'quent, parrai les e permutations de ces 
trois earrés, il y en a deux dans lesquelles la somme y 2 + z 2 est paire, et 
quatre dans lesquelles cette somme est impaire. On a donc B": B' = 2:4, B'= 2 B". 
En combinant les trois formules oblenues 

B' = 2 B", B' = A', A" = sB" 

avec les deux relations 

A' t A" = A, B'4.B" = B, 

on trouve 

B" = | B, B' = { B, A" = B, A'=|B= |A" 

A' + A" = A = B (t -4- 1); sA (8/ * s) = sB (si ± 3 ). 

Lorsque le nombre des Solutions de l’équation ( 5 ) sera déterminé, on con- 
naitra le nombre des Solutions de l’e'quation (6) au moycn des deux formules 

A (si ± j) = 3 B (si i), 3 A (8/ * 3 ) = sB (si * 3 ). 

47. Le nombre A (m) des Solutions de l'équation 
( 5 ) m = a 2 * y* + z* + 2 1* 

de'pend de la fonclion 

3—1 

S (m) = (-i) 8 , dì = 7 », 

qui est égale à l’excès de la somme des diviseurs d de /», qui ont pour 
conjugués dans l’équation dì = m des nombres d de la forme si =*= 1 , sur 
la somme des diviseurs dont les conjugués sont de la forme si * 3. Au 
moyen de cette notation, le tliéorème du n? 36 peut s’énoncer de la ma- 
nière suivante : 
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Le nombre des Solutions de l'équation 

(6) 8n ± 3 = x 2 + y* + z 2 + 2t* 

dans lesquelles les trois premiers carrés soni impairs est égal à 4S(sn±3). 

Ce nombre a été désigné plus baut par A 1 et nous avons trouvé entre 
ce nombre et le nombre A" des Solutions où un seul des trois carrés 
x 3 ,j- 3 , z 2 est impair, la relation A.' 1 = | A f . Par conseguenti 

Le nombre des Solutions de l'équation (6) dans lesquelles un seul des 
trois carrés x 2 , y 3 , z 3 est impair, est égal à eS (sn ± 3 ). 

En réunissant ces deux tbéorèmes, 011 obtient le suirant : 

Le nombre A (8n ± 3), des représentations d'un nombre impair 8n ± 3 = m 
par la somme de trois carrés plus le doublé d'un quatrième carré est 
égal à ioS(8n ± 3), cesi a dire d 10 fois l'excès de la somme des divi- 
seurs si ±3 de ce nombre m, sur la somme de ses diviseurs sl*t. 

Soit par exemple n = 5. Le théorème énoncé donne 10(5 — i) = 40 pour 
exprimer le nombre des Solutions de l’équation 

5 = x 3 + y 3 + 5 1 + il 3 . 

Ces résultat est facile a vérifier. Les Solutions dans lesquelles les trois 
premiers carre's sont impairs , correspoudent à uoe seule combinaison 
x 3 =y 3 = z 3 = t 3 * i des quatre carrés et aux seize combinaisous des signes 
de leurs racines. On a donc bien A'(5) = 16 = 4 S ( 5 ). 

De méme les Solutions du groupe (A' f ) dans lesquelles un seul des trois 
premiers carrés est impair correspondent aux valeurs 0 , 1 , 4 de ces carrés 
et a une valeur nulle de t. Les trois premiers carrés offrent six permu- 
tations distinctes, lesquelles étant combinées avec les quatre combinaisons 
de signes des deux carrés difTérents de zèro font 24 Solutions. On a donc 
bien A”(5) = 6.S ( 5 ) = | A' (5); puis en ajoutant ces deux nombres on trove 
que le nombre A(s) de toutes les Solutions est égal à 40. 

48. Pour les nombres de la forme 8 n± 1 , nous avous trouvé (n? 39) que 
le nombre des Solutions de l’équation 

( 23 ) m = sn + ì = x 3 + 4 y 3 + 4z 2 + 2 1 3 , 

corame celui des Solutions de l’équation 

* 

( 27 ) m = 8/i + 7 = X 3 + 4^ 2 + 43 2 + 2* 2 
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est égaal a t9(m). Or en comparant ces équations aree la suivante 

8/1 * i = X* + jr* + Z* + 2 1 2 , 

on réconnait aise’menl que le nombre de leurs Solutions n’est que le tiers 
de celui des Solutions de la dernifere équation. En effet, dans cette équa- 
tion un seul des trois nombres x, y, z est itnpair et les deux autres 
sont pairs. Le nombre de ses Solutions est donc le triple de celui des So- 
lutions de l’équation 

(7) 8/1 ± 1 = X* + (ìjY + (2 Z) 2 +2 1* } 

puisqu'a eliaque solution de cette dernière équation correspondent trois 
Solutions de l’e'quation (5 1 ) qu’on obtient en pla£ant successivement le carte' 
impair au premier, au second et au troisifeme terme. Oonc A (in ± ì) 
= iS(in ± t) ; c’est-à-dire: 

Le nombre des Solutions de' l' équation 

(s) m =8n ± i = x* + y* z* + ìt % 

est e’gal à si x fois l'excès de la somme des diviseurs si * t de m sur la 
somme de ses diviseurs si ± 3. 

Au moyen de ce théorfeme et de celui du n? 37 on obtient l’expression 
du nombre B(/n) au moyen dè la somme S(/n), sa voi r: 

m * — I 

B(sn =t t) = vS(sn ± t), B(s/i * 3) = «S(8 n ± 3); B(/re) = 2 ( 2 - (- i) 8 ) S(ro). 

49 . On obtient ensuite au moyen des expressions préce'dentes les nom- 
bres des Solutions des e'quations ( 5 ) et (e), lorsque le nombre impair m est 
remplacé par le nombre pair 2 *m. D’abord dans l’équation 

(fl f ) 2 “m = x* +> + 2a* + 2 t 2 , 

le nombre xdoit étre pair. Posaut doncx = 2X t et divisant par 2 , on trouve 

(fi 1 ) 2“~* m = 2X* + y z + z* + i*. 

On conclut de la que, pour toute valeur entifere et positive de l’exposant a, 
on a B(2*/n) = A (2“ -1 /»); de sorte qu’il nous suffit de déterminer A ( 2 */n), 
c'est-a*dire le nombre des Solutions de l’équation 

( 9 ) 2 K m = x* +y z + z* + 2 £*. 
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Pour la determination de ce nombre il faut partager en deux groupes les 
Solutions de cette équation, suivant que les trois premiers carre's sont tous 
pairs ou qu’un seul est pair, tandis que les deux autres sont impairs. Dé- 
signons par A f , A" les nombres des Solutions comprises respectivement daus 
ces deux groupes. Si a est supe'rieur a i, le nombre t est pair dans le 
premier groupe, de sorte que les Solutions de ce groupe se ramènent a celles 
de l’equa tion 

2 “ -ì m =x\ +jr\ + z\ + 2/J. 


On a donc A'(2“/t») = A(2 *~ 2 m) , en supposant a >i. Si au contraire a=i, 
le nombre t est impair et les Solutions du groupe A'(m) ce ramènent a 
celles de Péqualion 

' /» = t 2 + 2(/nJ + y\ + 2*) 

de sorte que l’on a 


m ? — l 

A'(27») = B(/n) =2 (2 - (- t) 8 ) S (m). 


Quant aux Solutions du groupe A'', leur nombre est triple de celui des 
Solutions de l’équation 


(io) t*m = p 2 + q 2 + 4 z 2 + 2f% 

dans laquelle on de'sigue par p t q deux nombres impairs. En eflfet dans le 
groupe A", comme dans l’e'quation (io) un seul des trois premiers carre's est 
pairs et les deux autres sont impairs; mais le carré pair est fixé au troi- 
sie'me terme dans l’équation (io), tandis qu’il peut former l’un quelconque 
des trois premiers termes dans les Solutions du groupe A". On a donc, pour 
toute valeur entièrc et positive de l'exposaut, 

A" (2“/7l) = dC (2 “/»), 


en désignant par C(2 “to) le nombre des Solutions de l’e'quation ( 10 ). 

En re'unissant les résultats obtenus, nous trouvons les deux formules 

m * — 1 

(*) A(sm) = 2 (2 - (- 1) 8 ) S (m) + sC(2 m), 

(P) A( 2 a m) = A (2 x ~ 2 m) + 3 C ( 2 “/»). 

50‘. On de'termine aise’ment les nombres C(2m) et C(2 “/»). Car les nombres 
p, q e'tant impairs dans l’équation ( 10 ), on peut poser 

(A) p+q = 2X, p - q = 2j, p 2 + q 2 = i (x 2 + j 2 ), 
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et par ces formules l’équation (io) se ramène a la suivante 

ì*- l rn ss x 2 +y 2 + t 2 + 2 z 2 , 

dans laquelle les deux nombres x, y doivent former une somme impaire. 
Si a. est >1, le nombre t doit étre aussi impair, de sorte qu’un seul des 
trois premiers carre's est pair, corame dans l’e'quation 

(io') 2 ““*/» = p 2 + q 2 + 4 z 2 + 2 t 2 , 

mais le carré pair peut former l’un quelconque des deux premiers ,termes, 
tandis que dans la dernière e'quation il est fìxé au troisième terme. Le 
nombre C(2 *m) des Solutions de l’avant dernière e'quation est dono le doublé 
du nombre C(ì*~ l m) de la dernière, On a dono 

C(2 “m) = 2C (2 *~'m) = 4 C(a *~ 2 m) = ... = 2*“ l C(jm), 

Quand « = 1, l’équation (10) se ramèue a la suivante 

m = x J +y 2 + t 2 + 2 z 2 , x 2 + y 2 5 1 (mod. 2), 

Le nombre t doit étre pair, de sorte qu’un seul des trois premiers carre's 
est impair, comme dans l’équation 

m = x 2 + 4 (y 2 + z 2 ) ■*> 2< a j 

mais le carré iftipair peut former l’un quelconque des deux premiers, termes 
dans l’équation précédente, tandis que, dans celle-ci, il est fixé au premier 
terme. Le nombre C(2/n) est donc le doublé du nombre des Solutions de 
la dernière équation. Or nous avons trouvé (n* 39) que ce dernier nombre 
est égal à 2S (/re). On a donc 

m* — i 

C(am) = 4 S(m), A(2 m) = 9 (8 - (- 1) 8 ) S(w). 

Au moyen de ces formules et de la formule (|3), nous pouvons déterminer 
A(2 */n) pour une valeur quelconque de l’exposant a. D’abord on déduit de 
la formule ((3), en y remp!a;ant C(a“m) par a“~‘ C(am) = 9" +, S(m) , la suite 
d’équations 

A(2“to) = A(2*“ 1 m) + 3.9“ +l S (m) 

A(2*“*to) = A(a \*-*tu) + 3.2""* S(m) 

A(2“-*m) = A(2“-*m) + 3.2“-* S(m) 


27 
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qui se termine par i’equation 

A( 2 3 m) =* A(sm) +■ 3.2* S(m), si a est impair 
et par l'équation 

A ( 4 o») = A(m) + a.a*S(/»), si a est pair. 

En ajoutant ces équations merabre à raembre, od trouve 
i? Si a est impair et > t, 

m*— 1 

A(2*oi) = A(aro) + («*+ J - 2 *) tS(m) » 2(t* + * - (— 1 ) 8 ) S(m). 

2 ? Si a est pair, 

A ( 2 "/n) = A(m) + (2" +a - a 1 ) 2 S(m). 

Or nous avons trouve n°* 47 et 48 que le nombre A(m) est égal a 10 S(m) 
on a $ S (m), suivant que m est de la forme il ± 3 , ou de la forme 8/ * t. 
On peut riunir ces deux risultata daps la formule unique 

tn a — j 

A(o») = 2 (a* — (— t) 8 ) S(m). 

On a donc pour toute valeur paire ou impaire de « 

1 

A(2*0») =* 2 (2“ +a - (- t) 8 ) $(m). 

Quoique cette formule ait Iti dlmontree en supposant « > 1 , on reconnait 
par les exprsssions prlcldentes de A(sm) et de A (/»), qu elle est encore exacte 
lorsqu’on suppose a » 1 ou a = 0. 
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SUR TROIS THÉORÈMES DE GAUSS 


(Extrait cTtine {altre adressée par le 
P. THÉOPHILE PEPUV S. J. 
à B. Boncomfagni). 


Quant au premier théorème de Gauss sur le caractère cubique du nom- 
bre 2 relatlvement a tin n ombre premier are + i , je ne l’ai jaraais rencontré 
cité que comme cas particulier d’un théorème plus général de Jacobi. Je ne 
pense pas qu* il ait jamais été publìé par Gauss ; mais il se trouve peut— 
élre dans le second volume des oeuvres complètes, où se trouvent réunis tous 
les travaux publiés ou inédits de Gauss , relatifs à la tbéorie des nombres. 
Ce théorème de Gauss n’est qu’un cas particulier d’un théorème plus général 
que l’on trouve dans la lettre écrite le 5 aoùt 1227 par Jacobi k Legendre, 
lettre qui se trouve dans la correspondance de Jacobi et de Legendre, pu- 
bliée d’ abord par M. r Borchard dans son journal et reproduite dans le Bulle- 
tiri des Sciences Mathèmatiques etc. rédigé par M. Darboux etc., tome Vili, p. 
287 et t. IX, p. 38, si , 126. Le théorème de Jacobi dont je parie se trouve 
dans la première lettre (t. Vili, p. 297). 

« Etant don né un nombre premier p de la forme ere + i , un- autre nom- 
bre premier quelconque q sera résidu cubique de p toutes les fois que 4 p sera 
de l’une des deux formes L* + 27^*M*, q* L* + 27M\ 

Cependant il faut exclure la seconde forme dans le cas de q — 2 et q — ». » 

C’est— a— dire que si q ** i il faut se borner a la première forme et dire que 
2 est toujours résidu cubique de p si *p - L* + 27. aM*. Le nombre L doit 
étre pair } posons donc L«w et M nous avons p a x 1 + ìiy*. Ainsi * 
est résidu cubique de p toutes les fois que p = x * + 277 -*, ce qui est le théo- 
rème éuoncé dans la lettre de Gauss. La lettre de Jacobi renferme encore 
d’ autres théorèroes sur les résidus cubiques. Le Bulletin présente une fante 
d’impression ; k la page citée 297, 1. 20 , au lieu de (qx + m) 2 + j 7 M\ il faut 
lire (qx + mM)’ + 27 M*. Ces divers théorèmes ont été publiés par Jacobi dans 
le Journal de Creile, dans son Mérooire : De residuis cubicis eommentatio nu- 
merosa, mais sans démonstration. Ces théorèmes, et avec eux .celai de Gauss, 
ont été démoutrés par Lebesgue dans la partie de ses Beckerches sur les 
nombres consacrée aux résidus cubiques (Journal de Liouville, 184»). Ces théo- 
rèmes sont aussi démoutrés dans mon Mérooire sur les loia de réoiprocité re- 
latives aux résidus de puissances (n.° 12 a 29). 

Le second théorème, relatif au* caractère biquadratique du nombre 2' relati- 
vement a un nombre premier />-<** + A* a été complélé par Gauss et publié 
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par lui dans ses deux célèbres Mémoires sur ies résidus biquadratiques, qui 
ont paru dans les Mémoires de Goettingue en 1827, et qui se trouvent vers le 
coramenceraent du second volume des oeuvres complètes. A la fin du premier 
Mémoire il est énoncé de la manière suivante: 

« Le nombre 2 appartieni au groupe A, B, C ou D suivant que 5 b est de 
» la forme 4 /, * l + i, il + 2 ou 4 / + 3 ». 

Le nombre b est la raciue du carré pair dans l’équation p = a* + b 1 , A dé- 
signe le groupe des résidus biquadratiques, C celui des résidus quadratiques qui ne 
sont pas résidus biquadratiques, B et D celui du non— résidus quadratiques. Si 
donc 2 est résidu biquadratiques de p ou a | b — 4 jr, de sorte qu’en posant 
a = x, on a p = x % + 6 4 y 1 , ce qui est le second théorème énoncé dans la let- 
tre à Sophie Germain. 

Le raéme théorème est démonlré et énoncé sous un autre forme dans le se- 
cond Mémoire sur les résidus biquadratiques (Werke, etc., t. II, p. 96). 

I.ebesgue a démontré ce théorcme et un grand nombre d’autres dans le Mé- 
moire cité (Recherches sur les nombres), dans la quatrième partie sur les ré- 
sidus biquadratiques. 

Dirichlet a donne une démonstration très-simple du théorème de Gauss dans 
sa lettre a M. Stern, dont la traducliou frangaise a paru en 1859 dans le Jour- 
nal de M. Liouville ( 2 > m * sèrie, t. 4, p. 367). Le théorème de Gauss et la dé- 
monstration de Dirichlet soni mentionnés au n.° 42 de mon Mémoire sur les 
Lois de réciprocité. 

Quant au troisième théorème énoncé dans la lettre a Sophie Germain, c’est 
un Lemme dont Gauss se sert pour sa troisième démonstration de la loi de 
réciprocité qui a lieu dans la théorie des résidus quadratiques. Il a été pu- 
blié en 1817 par Gauss dans son Mémoire intitulé : « Theorematis fundamen- 
» talis in doctrinà de residui quadraticis demonstrationes et ampliationes 
» novae », Mémoire qui se trouve vers le commencement du second volume 
des oeuvres complètes, et dont la première publicalion a eu lieu, je crois, 
dans les Mémoires de Goettingue ; mais je ne suis pas certain de ce dernier 
point. 

Ce Lemme et la troisième démonstration de Gauss sont exposés dans les 
V orlesungen uber Za/ilentheorie von P. G. Lejeune Dirichlet. Je cite la 
deuxième édilion, de 1871. Le lemme est démontré au §. 43 (p. 94 ) ; il suflit 
de lire cette démonstration pour reconuaìtre que Gauss avait raison de dire 
a Sophie Germain qu’ elle pourrait y parvenir sans trop de peine. Cette par- 
tie de la lettre de Gauss n’est pas très bien lisihle ; il faul la lire de la ma- 
nière suivante : 
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A ... 1, 2, 3, ... j (/? — l) 

B . . . . \(p + l), | (p + 3), | (p + 5), . . . p - i. 

Car le groupe A doit comprendile les nombres compris elitre o et \p , et le 
groupe B ceux qui sont compris entre \p et p , exclusivement. 

Ce Lemme de Gauss est cité par M. Liouville, mais sous une forme un peu 
differente, dans sa note: sur la loi de reciprocité dans la théorie des résidus 
quadratiques (Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, t.-24, p. 
577). — Monsieur Lionville désigne par a 1’ un quelconque des nombres du 
groupe A et il dit : « il suffit ... de se rappeler le lemme de Gauss rela- 
» tif aux produits aq réduits a leurs résidus minima, positifs ou négatifs par 
» rapport au module p. En effet, soit le nombre de ces résidus qui pnr- 
» tent le signe - »; IVI. Gauss prouve que 



C’est à dire que q est résidu ou non-résidu quadratique de p suivanl que p 
est pair ou impair. Or ceux des produits dont les résidus minima absolus , 
compris entre - è, et | p sont affectés du signe - p sont précisément ceux dont 
les résidus positifs appartiennent au groupe B. Le nombre fi est donc égal au 
nombre |3 qui figure dans la lettre a Sophie Germain. Le nombre q est donc 
résidu quadratique de p si |3 est pair, et non-résidu si (3 est impair. 

Il me semble que M. Serret a reproduit dans le second volume de son traité 
d'Algébre supérieure la troisième démonstration de Gauss, pour le théorème 
fondamental, et par conséquent le lemme précédent sur lequel cette démon- 
slration repose (i). 

Puisqu’ il me reste encore un peu de place j* indiquerai la manière pro- 
bable dont Gauss a été amené a trouver son premier théorème sur le cara- 
etère cubique du nombre ( 2 ). 

Gauss a trouvé la relation 

( » ) *p = (m - 3 (n 1 + n " - i) + i) a + 27 (n 1 - n") 2 3 , 

où n, n 1 n 11 sont trois nombres entiers qui satisfont 'a l’équation 

( 2 ) i + n+n' + n"=- — -• 

3 

Si l’on compare l’équation précédente avec la suivante 

( 3 ) \p « A a + 27B a , 

on voit que l’une des deux racines du nombre A a doit vérifier l’équation 
(1) Serret. Algèbre supérieure. édition, t. 2, p. 102. 
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en - 3 (n! + n" - i) + i ■» A, 
la quelle ajoutée a l’équation 

3n + 3 (n f + n") * p - 4, 
déduite de l’équation (2), donne 

(4) 9 » = A + p - 8 . 

Or si l’on designe par a, a' deux résidus cubiques de p, n exprime le nombre 
des Solutions de l’équation « + «' = - i 1-»- M p. Les Solutions où les valeurs de a 
et de ai sont inégales sont en nombre pair, puisque cliacune de ces Solutions 
est accompagnée de celle ou ces deux valeurs sont permutées. Or si l'on sup- 
pose « = #= K, le nombre K est la solution unique de la congruence 2 K 
= -t (mod. p) et de plus, il doit étre résidu cubique. Puisque - 1 est aussi 
résidu cubique, cette solution unique n’est possible que si 2 est aussi résidu 
cubique de p. Le nombre n est donc impair si 2 est résidu cubique de p ; 
il est pair si 2 est non résidu cubique. Or on déduit de l’équation (4) que n 
est impair ou pair suivant que A est pair ou impair. Dans le premier cas on 
peut poser A = ìx , B = rp et l’on a le théorème de Gauss que 2 est résidu 
cubique de p toutes les fois que p est de la forme p = x* + 27 ^*. 
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SUR QUELQUES CONGRUENCES BINOMES 

EXTRAITS DE LETTRES ÀDRESSÉES 


PAR LE P. TH. LI PEPIJN, S. J. 

A D. B. BONCOMPAGNI 

I. 

Extrait d’une lettre en date de « Lyon 17 mars 1883. » 


Vous me demandez en outre, si Fon peut affirmer que : 

« — 1 

« Si c est un nombre premier tei que x* - k soit divisible par c , k * - i 
sera divisible aussi par c, et que si cette condition est remplie il existera 
un nombre x (moindre que | c) tei que x a - k, soit divisible par c. » 

Cette proposition est parfaitement exacte. La première partie est une con- 
nce imroédiate du théorème de Fermat; car si l’on élève a la puissance 

o»« 

les deux membres de la congruence 

x % s k (ni od. c), 

on trouve 

k * = x ,_r = x e ~ l = t (mod. c), 

Inversement, si cette condition est remplie et qu’on désigne par b une ta- 
cine primitive du nombre c, l’indice du nombre k est un nombre pair 2/*, 
puisque c’est là le caractère des résidus quadratiques. On aura donc 

b 2 * 2 = k (mod. c), 
et Fon vérifiera la congruence 

x* = k (mod. c), 

en prenant x - b?. C’est de cette manière que Fon résout la congruence 

x 2 = k (mod. c) 

lorsqu’on posséde le Canon Ariihmetìcus de Jacobi, et que le nombre pre- 
mier c ne dépasse pas les limites des tables renfermées dans cet ouvrage. 

De méne si k est résidu biquadratique, son indice sera multiple de 4, de 
sorte qu’ en désignant par b la base du système d' indices pour le nombre 
premier c, on aura 

b^ s k (mod. c). 

On cherche dans la table d’indices, l’indice qui correspond au nombre don né 
k j si ce nombre et effectivement résidu biquadratique, comme on le suppose, 
cet indice sera un multiple de 4, 4p; en le divisant par 4 et prenant dans 
la seconde table les quatre nombres qui correspondent aux indices 

c-i c-i c — t 

U, tt + » p ■+■ 2 » M 3 1 

ri r 4 4 4 

on aura les quatre racines de la congruence 

x*&k (mod. c). 
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II. 

Extrait d'une lettre en date de « Lyon 28 février 1885 ». 


La raelhode la plus simple pour rdsoudre les problèmes renfermes daos la 
deuxièrae question, et ea generai toutes les congruences bindmes, est la me'- 
thode des indices, lorsqu’ on a les Tables d’ indices ( Canon arithmeticus de 
Jacobi). Proposons nous par exemple de rdsoudre la congruence 

x* = 2 (mod. 157). 

Dans l’une des deux tables relatives au nombte premier 157, nous prepdrons 
l’indice du nombre 2 ; cet indice est multiple de 3, puisque 2 est rdsidu cu* 
bique de 157. Soit donc 3 h cet indice. Après Pavoir divise' par 3, nous cher* 
chons dans l’autre table les norabres qui correspondent aux indices 

h , h + 52 , h + 104. 


Ces trois nombres sont les trois racines de la congruence proposte. 

En l’absence des tables d’indices, la mdtkode qui me semble la plus coni- 
mode, mais qui n’est pas applicable dans tous les cas, est celle que Legen- 
dre a donnde dans le deuxième §. de la quatrième partie de sa Théorie des 
nombres , pour la solution du problèrae : « Trouver les valeurs de x qui 

» donnent une valeur entière au rapport — ». 

Dans le cas actuel on a n = 3, b - 2; a = 157. Il faut d’ abord chercber 
le plus petit exposant m qui ve'rifie la condition 2” = * i (mod. 157). On troure 
/» = 20 , 2*® = - 1 (mod. 157). On rdsout ensuite la congruence 3k = i (mod. 
26), qui donne tt => 9. On obtient une racine de la congruence proposte en 
prenant 

x = - 2 9 = - 41 (mod. 157). 


On trouve ensuite les deux autres racines en multipliant - 41 par les deux 
racines de la congruence 

X 3 - 1 


j-i 


X 1 +7 + i = o (mod. 157). 


Pour trouver ces racines , au lieu d’ eraployer la méthode ge'ndrale , exposée 

JC* 1 

par Legendre a Tendroit cité, pour lVquation — - — = e, il yaut mieux re- 


a 
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courir aux deux formules 

•±« — | 

y = — - — , s 3 + 3 = 0 (raod. 157) 

car la ddcoroposition 157 = 7 J + 3 (•)* donne immddiatement 

s = * ^ ± 25. 

Les racines de la congruence y* - i = o (mod. 157) sont donc i, 12 et - 13. Les 
trois racines de la congruence proposte sont donc 

X 41, - 41.12 = - 21 , 41.13 = 62. 

Cette metbode est applicable à tous les nombres premiere ci-dessus iudique's, 
à 1* exception de 307. Pour ce dernier mod u le le plus petit exposant entier 
qui vdrifie la condition 2 m =±l (mod. 307 ) est m = si, qui donne 2 5 * = - 1 
(mod. 307). Comme si est multiple de 3, l’e'quation 37r — 5iq> «= t est impossible. 
La congruence y* — i = 0 (mod. 307 ) se rdsout au moyen des deux formules 

y = — ^ — -, s = ^ (mod. 307 ), 

qui donne s = ± 35, y = 17, - 18. Les trois racines de la congruence y 3 - 1 = 0 
(mod. 307 ) sont donc 

y = i, 17, - is. 

Il suflìt donc de trouver une racine de la congruence x 3 = 2 (mod. 307) ; en 
multipliant cette racine par 17 et - 18 on oktient les deux autres racines. Or 
pour trouver une racine nous essaierons la base t = 10 qui est non - rdsidu cu- 
bique et nous formerons les residua des cubes, <*, < 6 , < 9 ... 

Nous trouvons ainsi 

«* = 1000 = 79, <‘ = 101, < 9 = - 3, <‘* = 70, 

<“=4, <‘* = 9, t 3 ' = 97, t 3k = - 12, t 31 = - 27 
<* 4 X<* 7 =< 51 =17, < ,oa = -18. 

Ces resullats suffìsent, car en comparant <*°* = - 18 et <** = 9, nous voyons que 
le quotient t u se re'duit a — 2 , suivant le module 307. En divisanl l’indice 84 
par 3 , on trouve 28; par consequent on ve'rifie la congruence proposte x 3 = 2 
(mod. 307) en prenant x = -<** = 270 = - 37. 

On vérifie effectivement que le quotient 

(-37)* -2 
307 

est un nombre entier. Les deux autres Solutions s’ obtiennent en multipliant 
— 37 par 17 et par — 18 ; on trouve ainsi x = — 15 et x : = 5 2 . 

28 
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III. 

Extrait d’ime lettre en date de ec Lyoa 14 mars 1885 ». 


. . . Soit p un nombre premier polir lequet oh propose de résondre U 

congruence 

(i) x 3 =2 (mod. p). 

Si le nombre p est renferme' dans les limite* des tables de Jacobi, on em- 
piete la tne'thode suivante. 

D’abord on dédait de la fonmile (i). la congruence 

(2) 3. ind. x = itici, s. (mod. p-i) 

où fon de'signe par ind. x et ind. 2. l’indice du nombre x et l’indice dir 
nombre 2. Dans les tables de Jaeobi, l’indice de 2 est toujours dans la ta- 
ble « indices # dans la qualrième case de la deuxième ligne, doni les deux 
première» cases sout vides ; la troisième case renferme le nombre p-i , qui 
est l’indice de t, et la quatrième case renferme l’indice du nombre 2. Lorsque 
p-i esj divisible par 3 et que 2 est résidu cubique de p , l’indice du nom- 
bre 2 est un multiple de 3. C’estpourquoi je le ddsigne par 3 h. Ce nom- 
bre zk sei trouve dans la quatrième case de la- deuxième ligtie de là table 
« indices», immiti iatement au dessous du nombre 2, doni il est l'indice. 

Dans la Table relative au nombre 433,, je prends dans la: 4"** case de la 2“* 
ligne, le nombre 25$ = 3 h, qui est l’indice de 2 ; je le divise par 3 et je trouve 
h = se. 

On dèduit de la congruence (2), en posant ind. 2=3 h, 


(3) 


3 fl + l (p-i) 

ind.r = - (mod. p-i)- 


ind x=h + l.~ — j (mod. p-i)- 
3 


Car on en de'duit d’abord 


indo: = h 



x = h + l P — 

3 


> 


et l’on donne a l les valeurs 0, t, 2. qui ddtermiuent pour l'indice de x trois 
valeors non dquivalentes entre elles suivant le module (p-i)’, c est ce qu'on 
indique par la formule 
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inda? = h + 1. 


(mod. p-i). 


p — | 

Pour p = 433, oa a h =? 86, £ — = 144 . Les Itoìs valeurs de l’indice de x dé- 

3 

termine'es par la formule pre'ce'dente sont doric 

86, 230 et 374 

Je passe maintenant a la lable « Numeri » relative au nombre premier 
433, afin d’y clierclier les nombres qui correspoudent aux trois iudices pré- 
cédents, et qui sont les trois racines de la congruence propose'e. 

Pour l’indice 86, je prends dans la table « Numeri » la dixiètne (igne, doni 
la première case reti ferme le nombre 8 des dizaines de l'Indice; je suis cette 
ligne jusqu’a la liuitième colonne, qui porte en téle le chiffre 6 des unitds. 
Le nombre 400 situd a l’interseclion de celle io" 1 * ligne et de celte 8 m * colonne, 
est le nombre qui correspond a l’indice 86. 

Pour 230 , jc vais a la ligne dont la première case, dans la colonne I, ren- 
ferme le nombre des dizaines 23; je suis cette ligue jusqu’à la deuxième case, 
située dans la colonne qui porle en téle le chiffre o des unile's; le nombre 394 
sàtue' dans cette tigne et cette colonne, est le nombre qui correspond à l’indice 330. 

Enfia pour 374, je prends la ligne marquée du nombre 37 dans sa première 
case; je suis celle ligne jusqua la 6 m * case, dans la 6* colonne, porta ut eu 
téle le nombre 4 des unitOs ; je trouve le uorabre 72 qui correspond a l’in- 
dice 374. 

Ainsi les trois racines de la congruence propose'e sont, 72, 394 = r 39, 490 = — 33 
(mod. 433). Ce qui veut dire que lous les nombres entiers renfermds dans les 
trois formules, 

433 n + 72, 433 II - 39, 433 11 - 33. 

jouissent de la proprie'te' de donner des valeurs entières à l’expression 

x*—ì 

433 

Dans la table relative au nombre 433 , comme dans les tables relatives a 
tous les nombres pour lesquels Jacobi a conslruit son Canon arithmeticus , 
la base du système d* indices se trouve dans la table « Numeri » à la deu- 
xième case de la 3 ime colonne, imuiédiatcment au dessous du nombre i. Dans 
cette case je trouve le noinbre IO; j’en conclus que io est la base du système 
d’indices de Jacobi, pour le module 433, puisqu’il a l’un ile' pour indice. 

Il y a la plus grande analogie entre les indices et les logarithmes. Cette 
analogie vient de ce que l r indico « d’un nombre a dans un système dont la 
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base est t , et le module, un nombre premier p , est défini par la congruence 
binóme 

t'" A - a = t x = a (mod. p), 

de méme que le logaritlime vulgaire du nombre a est de'fini par l’equatioo 
binóme 

(l 0 ) ,o 8 -“ = a 

Si l’on veut re'soudre par logaritlime uue cquation binóme 

x* = A, 

on calcule le logarilhme de a par la formule 

?ilogar = logA 

De méme si l’on veut re’soudre la congruence binóme 

(1) x n = A (mod. p) 

au moyen des Tables d’indices, on déduit de la congruence propose'e, la con- 
gruence relative aux indices 

(2) «.ind.j? = ind.A. (mod. p-i)- 

Si » est premier avec p- i, la congruence (2) admet toujours ime racine, et 
une seule. Dans ce cas la congruence propose'e, (t), admet une racine, et une 
seulc. Si n est iliviseur de p- 1, et que l’indice de A ne soit pas divisible 
par «, les congruences (2) et (t) sont impossibles; si, dans le méme cas où n 
est diviseur de p-i, le nombre A est rdsidu de puissance n itme , son indice est 
nn multiple de n que je de’signe par nh. Dans ce cas on deduit de la formule (2) 

ind-jr = h ^mod 

en designant par l un nombre entier quelconque. 

Mais comme deux indices dont la difierence est divisible par(p-t) sont e'qui- 
valents, on se contenterà de donnei 1 à l les valeurs 0, t, 2, ... n- 1 , qui donnent 
à l’indice de .r des valeurs non e'quivalentes suivant le module (p- 1 ). C’est ce 
qu'on exprime au moyen de la congruence 

(3) indo: = h + /. - — 1 (mod.^-t). 

il 

On conclut de la que, dans le cas où, « e'tant diviseur de />-t, le nombre À 
est residu de puissance 7 i^ me relalivement au module p , la congrueuce (f) 
admet n racines distinctes, c’est-a-dire n racines non e'quivalentes suivant le 
module p. 

Il me reste à de’montrer comment la congruence (2) est une conseVjuence de 
la congruence (1), en vertu de la de'finition des indices. 




ind.r = li +/. 


- 1 


n 
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Lcs indices du nombre A et da nombre x , dans ua système dont la base 
est t et le modale, une puiftsance d’un nombre premier p, sont les exposants 
entiers qui vérifient respectiveroent. les deux congruences 

= A, t iai - x = .r (mod. p u = M). 

En substiluant ces expressions de x et de A dans la congruence proposee 

x" s A (mod. p a = M), 

on a 

.indjr = jp ^ìnd.A 

(4) t^ iaA x ~ lod - A ) = 1 (mod. M). 

Or le nombre t élantune racine primitive pour le module 
les seules puissances de t qui soient équivalentes 'a l’unite' suivant le module M 

sont celleS' dont l’exposaut est un multiple du nombre <p (M) =? p m La 

formule (4) entrarne donc la congruence 

/lindx = indA (mod? (M) = p° 

Lorsque a = i, on a M =p, y (M) =p— i. Dans ce cas, la congruence que nous 
venons d’obtenir, est précisement la congruence (2) qu’il s’agissait de de'montrer. 



IV. 

EXTRAIT D’UN E LETTRE EN DATE DE « LYON 20 MARS 1885 ». 


. . . . Vous me demandez ensuite « queltes seraient les formules géné- 

rales qui pourraient donner pour la mónte valeur de h, toutes les autres ra- 
cines de la mérae congruence ( x * = 2 (mod. p)), c’est— a-dire toutes les autres 


valeurs de x qui rendraient entier 


x 3 - 2 


pour la méme raleur de p. 


On suppose s rc'sidu cubique de p et fon ddsigne par 3 h l’indice de 2. J’ai 
ddmontré dans ma lettre du 14 mars que les indices des trois racines de la 
congruence 

(i) x* - 2 = 0 (mod. p) 

sont les trois nombres 

, , p - 1 , P - 1 

n, n + , n + 2 . 


On obtient ensuite les racines cherchdes en preuant dans la Table « Numeri »• 
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relativc .au raodulc p, les troia n ombre? jc', x", x " 1 qui corresporident 'a ces 
trois indices. Toutcs les valeurs de x corri prisca .dans les trois formule? 

x « mp + x\ x ~ mp * x", x = mp + x"', 
dans lesquelles on designe par m un nombre entier qnelconque, rendent entier 

gà 2 n 

le quotient — . Je ne connais pas d’autres forma les gdndrafes pour trouver 

les racines de la congruence (i) au moyen des tables d’indices. 

Je ferai seulement remarquer que 



sout les indices des trois racines de la congruence 
(2) r* — 1 = 0 (mod. p). 

Les forno ules precedente? «a on tieni que les indices d?s trois racines de la 
congruence (ì) se de'duisent de l’indice h de l’une d’ clles , en lui ajoutant 
les indices des trois racines cubiques de l’unite'. En passant des indices aux 
nombres, on obtient ce tbe'orème : « Les trois ràcineS de la congruence (i) se 
de'duisent de l’une d’elles en la multipliant par les trois racines de la con- 
gruence (2). » C’est ce thdorème que j’aì applique' dans les solntions que j’ai 
eu Tlionneur de vous adresser. On voit du reste aisdment l’analogie de ce 
tbe'orème avec le suivant: « Les trois racines de rc'qnajion x 3 — 2 = 0 se dc'- 
duisent de l’nne d’elles en la multipliant par le 6 trois racines cubiques de l’unite. » 

V. 

EXTRAIT P’UNE LETTRE EN DATE DE « LYON 29 MARS 1885». 


Vous me deraander ensuite, quelle est la manière la plus sinopie de de'- 
montrer i° qu’en designanl par 3 h l’indice de 2 relalivement a un nombre 
premier p - U + \ doat 2 est re'sidu cubique, lep indices des raciues de la 
congruence 

x* = 2 (mod. p) 

sont 

h, h * h + 2 

3 3 

et que ces racines sont le* « numeri » eorrespqndanl à ces indices. 

2 ° que les indices des racines de la congruence 

x‘ii (mod. c ) 

(en supposant l’indice de 2 dgal à 4 p) sont 
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C - l . . C — 1 C - 1 

P + — J- > F + 2 — J— . « + 3 — — , 

et que ces racines sont les. « numeri » corresportdauts a ces. indices. 

La de'monstration qui semble la plus simple est celle qui est fonde'e sur 
celle proprie'le' des racines primilives d’un nombre premier p , d’apparlenir a 
l’exposant p - l, du sorte qu’une congruence de la forme 

l (mod, p) 

ne soit possible póu* une racinfe primitive t, qu’à la condition que l’ expo- 
sant m soit dìvisible par p - i. 

Prenons d’abord la congruence \ 

x* = t (mod. p), 

dans laquelle on suppose 2 résidu cubique de p = c(r + j. Soit t la racine 
primitive da p cliaisie cornai; base d’un systìme d* indices. On aura 

<‘“ d - x 5 x et £‘ Dd - * = * (mod. p). 

En subslituant ces expressions de x et de 2 dans la congruence proposte, 
on en ddduira 

t* ind. x - t M. t 3 ind X - ind. 2 - { p) 

Comme les seules puissances db t qui soient éqtfitilétìies k .V unitd sui vani 
le module p, sont celles doni les exposants sont multiples de p-ì, la der- 
nière formule exige que l’on ait ’ 

a ind. x = ind. 2. (mod. p - i => e À-). 

Celte congruence est impossible si l’indice de 2 n’est pas multiple de 3 ; 
dans le cas contraire, supposé ici, posons ind. 2 =■ ih. On de'duit de la der- 
nière formule 

ind. x =* h + n — — - , 

3 

en designant par n un nombre entier quelconque.. 

Corame les indices qui ne difFèrent entre eux que par des multiples de 
p - t sont équivalents, il su (Ut de donner à n les trois valeurs 0, 1, 2 . Par 
conse'quent l’indice de x admet trois valeurs non e'quivalentes 

h,h+ ^ , h + 2 * ; 

3 3 

et les nombres qui correspondent à ces indices sont les trois racines de cettè 
equation. 

De méme si l’ on désigne par c un nombre premier 8 / + l et qu’ on pro- 
pose de résoudre la congruence 
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x* = 2 (mod. c.) 

on prendra daus les tables d’indices l’indice du nombre 2 . Si l’on désigne 
par t la base du système d’indices, on aura, cornine daqs le cas précédent 

=t, t lnix =x (mod. c.) 

et par conse'quent 

J4ind.x i 4ind.x_l,d.* - , ( m0{ | 

Cornine les seules puissances de t qui se réduisent à l’unité, suivant le 010* 
dule c, sont celles dont les exposants sont multiples de c-i, la dentière for- 
mule exige que l’on ait 

4 . ind. x - ind. 2 = n. (c— l), 


n de'signant un nombre entier. Celte congruence est irapossible si l’indice 
de 2 n’est pas multiple de 4; s’il est multiple de 4 , posons : ind. 2= 4 fi. On a 


ind. xajt + n. 


c-i 

~T 


On obtient tous les indices nou équiralents renferme's dans celle formule 
en donnant a n les quatre valeurs 0, i, 2 , 3. Par conséquent les nombres qui 
verifìent la congruence proposte sont ceux qui correspondent aux indices 

C — I C-i C-i 

P.F + — + * — > P + 3 -j- 
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COMUNICAZIONI 


De Rossi Prof. M. S. — Presentazione di un suo lavoro : 

Il Prof. Michele Stefano de Rossi chiamò l’attenzione dell’ Accademia so- 
pra il 1 ° fascicolo 1885 del Bollettino del Vulcanismo italiano , nel quale 
egli ha pubblicato un primo resoconto di tutti i fatti sismici avvenuti in 
Italia durante il periodo dei terremoti di Spagna. Indicando il contenuto 
di quell’ articolo ed additandone i dati confermanti le teorie da esso già 
esposte altre volte, e massime nell’opera sua Meteorologia endogena relative 
alla importanza delle fratture geologiche nei terremoti ed all’ azione evi- 
dente in essi dei vapore d’acqua, confrontò codesti risultati con gli studi 
speciali sul medesimo argomento ora pubblicati dal Daubrde in Francia nella 
Revue des deux Mondes e dalla commissione Sismologica di Spagna nel 
suo primo resoconto ufficiale del disastroso fenomeno teste avvenuto nel- 
l’Andalusia. La concordia mirabile di tutti i fatti e dei ragionamenti sopra 
essi stabiliti indicano fino all’evidenza che la scienza intorno al misterioso 
argomento dei fenomeni geodinamici oggi ha trovato una via sicura per 
progredire specialmente per la concordia colla quale si vengono organiz- 
zando i metodi di osservazione. 

Castracane, Conte Ab. F. - Presentazione di un'opera del Prof. G. 
B. Carnoy : 

11 Presidente presentò all’Accademia in nome del socio corrispondente 
Sig. Canonico Gio : Battista Carnoy professore nella Università cattolica di 
Lovanio la prima parte di un’ opera che questi sta pubblicando sotto il 
titolo « La Biologie cellulaire , étude comparée de la cellule dans les 
deux regnes ». Lo zelo con il quale l’Autore attende a promuovere gli 
interessi della scienza lo portò ad istituire sin dal 1876 un laboratorio di 
microscopia applicata alla Citologia ossia studio della cellula e della sua 
biologia ; il quale studio riguardando l’elemento precipuo di ogni essere 
organizzato abbraccia ambi i regni , il vegetale e l’animale , interessando 
egualmente il botanico e il zoologo, il medico e il patologo. Questa prima 
parte dell’opera comprende la tecnica microscopica; e descritto deltagliata- 
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mente il microscopio semplice e il composto vengono ricordate le qualità che 
si richiedono in ogni sua parte. In seguito si ragiona dei diversi accessori, 
sia che riguardano l'illuminazione a luce bianca oppure monocromatica 
o con raggio polarizzato o con l’applicazione dell'analisi microspettrale. 
Vengono pure indicati i differenti metodi di micrometria e di determina- 
zione degli angoli dei cristalli, ed i metodi di riproduzione delle imagini 
microscopiche con l’aiuto della camera lucida o con l’applicazione diretta 
della fotograGa. 

Lo studioso iri seguito viene ammaestrato nella microchimica, apprendendo 
le proprietà e l'uso dei diversi reagenti chimici e delle colorazioni, dalle 
quali si ottiene il rendere più distinti i diversi tessuti e vengono sommi- 
nistrate indicazioni utilissime sulla costituzione chimica delle diverse parti 
di un dato organismo. Finalmente l’istruzione tecnica termina con ottimi 
suggerimenti sulla scelta dei materiali di studio, su i processi microtomici 
c sul modo di fare le preparazioni. Si passa poi a dare le nozioni gene- 
rali sulla cellula, accennando alla storia della dottrina cellulare, dividen- 
dola in tre epoche, cioè dal 1865 al tempo di Roberto Nooke e di Marcello 
Malpighi sino ai nostri giorni; e quindi si viene a parlare del nucleolo della 
cellula. Ogni volta che si viene a trattare di un argomento speciale, a questo 
precede la bibliograGa indicando quegli autori, che in più special modo 
trattarono della materia. Ogni argomento viene illustrato con numerose buone 
figure intercalate al testo; e in una parola nulla manca per fare di questo 
un manuale e un testo , al quale utilmente ricorrerà chiunque con il 
mezzo del microscopio vuole indagare l’intima costituzione e natura di un 
organismo. 

Boncompagm, D.. B. — Presentazione di memorie manoscritte e di pub- 
blicazioni : 

D. B. Boncompagni presentò da parte del S. C. Sig. Ammiraglio De Jon- 
quières un esemplare manoscritto d’una sua memoria intitolata: « Etude 
» sur les equations algébriques nume'riques dans leur relation avec la Règie 
» des signes de Descartes », già pubblicata negli Atti relativi alla seconda 
sessione di questo medesimo anno; e da parte del S. C. P. Pepin un esem- 
plare manoscritto di ciascuno dei suoi lavori seguenti: 

i. « Etude sur quelques formules d’analyse utiles dans la théorie des 
nombres », 
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*. « Sur trois the'orèmes de Gauss », 
s. « Sur quelques congruences binoiues ». 

Presentò inoltre un esemplare del fascicolo intitolato « bollettino || di () 

BIBLIOGRAFIA E DI STORIA || DELLE || SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE |j TOMO XVII [| 

luglio 1S84 » eco., e da parte del sig. prof. Angelo Genocchi un esemplare 
di ciascuna delle seguenti tirature a parte : 

ALCUNE ASSERZIONI |) DI C. F. GAUSS || CIRCA LE FORME QUADRATICHE YY + TI ZZ |[ 
NOTA || DI A. GENOCCHI (| ESTRATTO DAL « BULLETTINO DI BIBLIOGRAFIA E DI STORIA || 
DELLE SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE » || TOMO XVII, || APRILE 1834 || ROMA || TIPO- 
GRAFIA DELLE SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE || Via Lata, n 3 (| 1884. 

TEOREMI DI SOFIA GERMAIN (j INTORNO || Al RESIDUI BIQUADRATICI || NOTA |j DI ANGELO 
GENOCCHI || ESTRATTO DAL « BULLETTINO DI BIBLIOGKAFIA E DI STORIA || DELLE SCIENZE 
MATEMATICHE E FISICHE [] TOMO XVII. — APRILE 1884. || ROMA || TIPOGRAFIA DELLE 
SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE || Via Lata, n. 3 || 1884. 

DUE LETTERE || DI || C. F. GAUSS || PUBBLICATE || DAL || Principe B. BONCOMPAGNI || 
nota || di || a. genocchi || Torino [| ermanno LOESciiER || Libraio della R. Acca- 
demia delle scienze (| 1884, in 8? di 7 pagine nella 2* delle quali si legge: 
Estr. dagli Alti della lì. Accademia delle scienze di Torino, voi. XX. || 
Adunanza del 30 novembre 1884 || Torino, stamperia reale || di G. B. Paravia e C. 
De Rossi, prof. M. S. - Presentazione d'un opuscolo del prof. D. Ragona: 
Il Segretario presentò per parte del socio corrispondente prof. D. Ragona 
un suo secondo opuscolo sul clima di Assab. 

COMITATO SEGRETO 

L’Accademia riunitasi in Gomitato segreto procedette alla votazione per 
la nomina a soci corrispondenti dei signori prof. Angelo Genocchi, prof. 
Giuseppe Marcalli, Prof. Stefano Rossi, Monsignore Bartolomeo Grassi Landi. 
Vennero tutti eletti a pieni voti. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 

Ordinari : Conte Ab. F. Gastracane, Presidente. - Prof. A. Statuti — Prof. 
F. Ladelci - Dott. M. Lanzi — Prof. M. Azzarelli — P. F. Ciampi - Prof. 
V. De Rossi Re — P. F. S. Provenzali - Cav. F. Guidi — Cav. G. Oli- 
vieri — D. B. Boncompagni — P. G. Lais — Prof. M. S. de Rossi, 

Segretario. 

La seduta apertasi legalmente alle ore 5 p. venne chiusa alle ore 7 p. 
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OPERE VENUTE IN DONO 

1. Atti della R. Accademia delle scienze di Torino. — Voi. XX, disp. 1* (Novembre 1884). 
Torino 1885. In 8.° 

2. Atti della R. Accademia dei Lincei. — A. CCLXXXII, 1884 — 85. Serie IV, Rendiconti. 
Voi. I. Fase. 8. — Roma, 1885. In-4? 

3. Boletin de la Academia nacional de ciencias en Córdoba. — T. VII. — Entr. 3* T. Vili, 
*Entrega 1*. Buenos Aires, 1884. In 8.° 

4. Bulletin de VAcadémie imperiale des Sciences de S.*-Pétersbourg. T. XXIX, — n? 3. 1. 
1884. In-4.° 

5. Bulletin de la Société académique Franco-Hispano-Portugaise de Toulouse . — T. V, 1884, 
n. I, 2. — Toulouse, 1884. In-8.° 

6. Ballettino della Reale Accademia Medica di Roma . — A. XI, n.* 1. Roma, 1885. In 8.° 

7. CARNOY (J. B.) — - La biologie cellulaire. — Fase. 1. — Lierre, 1884. In-8.® 

8. Crònica cientifica . — A. Vili, n. 174 — 176. Barcelona, 1885. In 8.° 

9. GENOCCHI (A.) — Due lettere di C. F. Gauss pubblicate dal Principe B. Boncompagni. 
Torino, 1984. In-8. 0 

10. * Teoremi di Sofia Germain intorno ai residui biquadratici . Roma, 1894. In 4.® 

11. Alcune osservazioni di C . F. Gauss circa le forme quadratiche YY + nZZ. — Roma, 

1884. In-4? 

12. Journal de la société physico chimi qu e russe. — T. XVII. — n? 2. — St. Pétersbourg, 

1885, in-8? 

13. KUGELGEN (P.) — Einblick auf das Untcrrichtswasen Rxu si and s imXVlII. Jahrhundert 
bis 1782 von Graf D. A. Tolstoi. — St. Pétersbourg, 1884. In-8* 

14. La Civiltà Cattolica. — A. XXXVI, Serie XII, Voi. IX. — quad. 834, Voi. X. quad. 
835, 836. — Firenze, 1885. In-8.® 

lo. LE JOLIS (A.) — Fleurs anormales de « Cytisus laburnum » et « Digitalis Purpurea ». — 
Cberburg (s. a.) in-8? 

16. MANSION (P.) — Recensione di pubblicazioni di B. Boncompagni. 

17. Mémoires de VAcadémie de Stanislas 1883. — Anno CXXXIV, Serie V, T. I. — Nancy, 
1884. In-8.° 

18. Memoria s de la Reai Academia de ciencias naturales y artes de Barcelona . — N. 1 y 2. 
(Segunda Època). T. 1. — N. 3 y 4, 5, 6, 7 (Tercera Època) T. 1. n. 8. Barcelona, 1879, 
1883 — 84. In-8? 

19. Memorie della Reale Accademia delle scienze di Torino. — Serie Seconda, T. XXXVI. — 
Torino MDCCCLXXXV, in-4°. 

20. Polybiblion. — Revue bibliographique univer selle. Partie technique. — Deuxième sèrie. 
T. XI, 3 e e 4« livraison. Paris, 1885. In-8.° 

21. Partie littéraire. — Deuxième sèrie, T. XXI, 3® et 4® livraisons. Paris, 1885. In-8.° 

22. RAGONA (D.) — Sul clima di Assab , 2* articolo. — Modena, 1885. In-8,° 

23. R. Comitato Geologico d'Italia, 1885. — Bollettino n. 1 e 2. Roma, 1885. In-8? 

24. Rendiconto dell'Accademia delle scienze fisiche e matematiche (Sezione della Società Reale 
di Napoli). A. XXIV, fase. 1, 2. — Napoli, 1885, in-4.® 

25. Rivista di Artiglieria e Genio. — A. 1885, Febbraio. Roma, 1885. In-8.® 

26. Wurttembergische Vierteljahrshefte fur Lande sgeschichte . — Jah. VII. — Heft I — IV. — 
Stuttgart, 1884, in-4° 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE’ NUOVI LIN CEI 

SESSIONE VI* DEL 47 MAGGIO 4885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELM1NELLI 


MEMORIE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


SOPRA UNA MEMORIA DEL CH. PROFESSORE P. M. GARIBALDI 

DIRETTORE DEL R. OSSERVATORIO DELL’ UNIVERSITÀ* DI GENOVA 

INTITOLATA 

<C VARIAZIONI ORDINARIE E STRAORDINARIE DEL MAGNETE DI DECLINAZIONE 
» OSSERVATE IN GENOVA NEL PERIODO 1872—84. )) 

NOTA 

DEL P. G. STANISLAO FERRARI S. J. 

Ho l’onore di presentare all’Accademia un importante lavoro del Ch. 
Prof. Garibaldi intorno alle variazioni ordinarie e straordinarie del magnete 
di declinazione osservate in Genova nel periodo 1872-84. Non mi trattengo 
qui a darne un sunto generale per ciò che riguarda le variazioni ordinarie 
poiché esso conferma quanto era già noto dai lavori di Sabine di Wolf e 
del P. Secchi quanto alla loro correlazione coll’andamento periodico dei 
massimi e minimi delle macchie solari anziché coll’ andamento dei massimi 
e minimi della temperatura. 

Ciò che in quel lavoro più mi colpì , com’era ben naturale, si fu la 
parte che concerne alle straordinarie perturbazioni o burrasche magnetiche, 
conciossiaché volle il Ch. Autore con gentile pensiero cominciare la tratta- 
zione di quest’ argomento col richiamare l’ attenzione dei dotti sopra quanto 
io scriveva in proposito fino dal 1867 e riprodusse letteralmente (pag. 47-48) 

30 
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le due leggi che comprendono il risultato delle mie indagini del periodo 
di 17 anni che cioè : « i? Allora quando si hanno grandi alternative nelle 
macchie solari, le perturbazioni magnetiche accadono prossimamente all’epoca 
della massima e minima escursione che rappresenta il numero delle macchie ; 
2 ? negli anni di minimo e di deboli variazioni (non maggiori di uno a tre) 
nel numero delle macchie , le perturbazioni , oltre all’essere generalmente 
assai più deboli, avvengono principalmente quando nel Sole, di pulito che 
era, si formano alcune macchie ». 

Non posso a meno di non provare una viva soddisfazione vedendo che 
i miei deboli sforzi in proposito formano ormai anche a giudizio di molli 
scienziati nostrani e stranieri, un notissimo patrimonio nella scienza. 

Ciò poi che forma il carattere tutto speciale del lavoro del Prof. Gari- 
baldi si è lo studio che esso fece intorno alle relazioni fra le variazioni nor- 
mali delle declinazioni diurne ed il numero normale delle perturbazioni o 
burrasche magnetiche e come rilevasi dagli specchi numerici e dalle curve 
grafiche che riassumono il risultato delle sue ricerche apparisce manifesta 
la conclusione colla quale pon termine alla sua memoria ed è : « che le 
» perturbazioni o burrasche magnetiche sono regolate dalla medesima legge 
» fisica che governa le variazioni dell’ago e che — come queste — hanno 
» la loro causa e misura nelle macchie od energia solare e si svolgono in 
» un eguale e comune periodo » (pag. 54). 

Un fatto però degno di nota emerge dal lavoro dell’ illustre professore 
il quale non lascia di accennarlo ed è manifesto specialmente dall’andamento 
della curva grafica (pag. 53) che cioè tanto per le declinazioni magnetiche 
mensili quanto per le perturbazioni normali di mese si ha un massimo 
spiccatissimo pel mese di Aprile, a preferenza di ogni altro ed anche dei 
mesi estivi ne’ quali è maggiore la presenza del sole sull’orizzonte. 

Questo fatto vien confermato dal quadro che pubblicai nel 1877 pel pe- 
riodo di 17 anni (pag. 19 ) sul quale però non feci speciale attenzione occu- 
pato com’era a considerare la cosa sott’altro aspetto. Ora però che il veggo 
sì chiaro nel lavoro del Garibaldi godo di potergli prestare una luminosa 
conferma aggiungendo al suo periodo 1872—84 il mio periodo 1860—76. Siccome 
però in questi due periodi si hanno in comune gli anni 1872—76, resta un 
periodo complessivo di anni 23 che non è certo da disprezzarsi. 

Riandando gli annali della scienza su tale argomento trovo che il massimo 
d’Aprile venne eziandio chiaramente rilevato dal celebre Quetelet ( 1 ) nel 

(1) Annales de l'Observatoire de Bruxelles Tom. XIII (Sur la Physique du Globe) pag. 144 — 146.) 


Digitized by ^ooQie 



— 217 — 

disputare le osservazioni di Bruxelles e di Monaco, che vengono confermate 
da quelle di Airy per l’osservatorio di Greenwich. Il periodo da essi esa- 
minato si estende dal 1S41 al 18S7 che aggiunto al precedente forma un periodo 
totale di ben 42 anni e però di somma importanza e tale da costituire 
veramente una legge. 

Il Ch. Prof. Garibaldi (pag. 22) colpito da tale differenza fra i valori di 
Aprile e quelli assai minori del maggio successivo emise il dubbio « non 
» forse nel maggio siano preponderanti (son sue parole) fattori tellurici 0 
» cause speciali che vittoriosamente contrastano coll’influenza del sole che 
» continui ad avvicinarsi aumentando la sua declinazione Nord. » 

Considerando invece il Quetelet chè se dalla lunghezza del giorno e della 
temperatura, potrebbe in qualche modo derivare la prevalenza della va- 
riazione mensile della declinazione, nei mesi nei quali il sole occupa l’emi- 
sfero Nord, pure il massimo di jiprile dimostra evidentemente essere per 
lo meno incompleta la ragione assegnata. Propose quindi questa legge : « la 
» grandezza della variazione magnetica mensile essere in ragione diretta 
» della potenza vegetativa della terra » in guisa chela temperatura non possa 
ritenersi come diretta misura dell’una e dell’altra potenza , la magnetica 
cioè è la vegetale. 

Da quanto si è detto apparisce qual campo vastissimo ancora resti per 
le profonde investigazioni dei dotti le quali certamente su tale materia deb- 
bono estendersi all’esame della relazione fra i fenomeni solari e magnetici, 
e specialmente intorno al modo di agire del sole rispetto al magnetismo 
terrestre, alla ricerca cioè di questo vero se il sole sia causa diretta ovvero 
soltanto indiretta dei fenomeni del magnetismo terrestre verità ancora in 
buona parte nascosta alle nostre indagini ma che vogliamo sperare verrà 
fra non mollo svelata dagli sforzi riuniti di tanti scienziati che si dedica- 
rono a quello studio. 

Termino questa breve nota col far riflettere essere però un tale studio 
non esclusivo soltanto della fisica terrestre, sibbene doversi fare in accordo 
co Mi Astronomia— fisica poiché è ormai indubitato , specialmente dal fatto 
delle variazioni secolari del magnetismo terrestre, e della sua correlazione 
coi periodi delle macchie solari, che il magnetismo terrestre esige per Spie- 
gazione una causa cosmica e però da cercarsi al di fuori della cerchia ri- 
stretta dal nostro globo. 
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OSSERVAZIONE SU UNA D1ATOMEA FOSSILE, 
RELATIVA AL PROCESSO DI RIPRODUZIONE. 


Chiunque intende applicarsi allo studio della Natura, ed in particolar 
modo se voglia prendere a soggetto di speciali ricerche una serie di forme 
organiche, dovrà avanti tutto porre ogni cura a riconoscere le leggi bio- 
logiche di quelle, non solamente per ciò che riguarda la loro struttura, ma 
più ancora per riconoscere il processo di riproduzione. Quanto alle Diatomee 
e alla loro biologia i primi a discorrerne furono Ehrenberg e Kùtzing, ma 
l’ ignoranza della lingua tedesca mi ha vietato il consultarli nelle pubbli- 
cazioni originali. Fortunatamente per me non fu l'istessa cosa con la Sjr- 
nopsis of thè British Diatomacece di Guglielmo Smith e con la History 
of In fusoria, including thè Desmidiacece , and thè Diatomacece, di Andrea 
Pritchard, potendo io decifrare con sufficiente facilità la lingua inglese. 
Questo mi offrì ancora modo di prendere cognizione di un più recente lavoro 
su la biologia delle Diatomee del eh. D. r Pfitzer con il titolo « Untersu- 
chungen uber bau und entwichlung der bacillarieen » essendone stata data 
una accurata analisi daH’illustre Naturalista Irlandese Eugenio O’Meara nel 
Quarterlj Journal of Microscopical Science. Tutti i sunnominati Autori 
concordano nel dare alle Diatomee la facoltà di moltiplicare per divisione 
cellulare, mentre che si riproducono per conjugazione. Taluni però riguar- 
dano la divisione o temnogenesi quale vera riproduzione, quando quel processo 
non è altro che la moltiplicazione della cellula e l’estensione della vita 
individuale , con la quale ha luogo la costituzione e lo sviluppo di qual- 
siasi tessuto organico, animale o vegetale. 

Ma se tutti sono concordi nel riconoscere alle Diatomee i due processi, 
la moltiplicazione cioè o autofissione, e la riproduzione sessuale o processo 
di conjugazione, v* è non poco dissenso sul modo con il quale la conjuga- 
zioue ha luogo, o a dir più vero si ò discordi in riguardo al risultato 
della conjugazione. Alcuni nell’idea preconcetta della divisione e suddivi- 
sione della cellula, con la quale vedesi procedere lo sviluppo e l’ incremento 
di qualsiasi tessuto organico, vollero ridurre in ultima analisi a tale processo 
il risultato della coniugazione, e appoggiati a talune poche osservazioni 
eseguite su qualche genere e specie di Diatomee immaginarono (duce fra 
questi il eh. D. r Pfitzer) che la coujugazione di due frustuli di quelle 
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portasse alla formazione di uno o di due sporangi, nel cui seno avesse luogo 
la produzione di uno o di due frustuli sporangiali della maggior dimensione, 
destinati a ricondurre la serie decrescente degli individui, risultanti dalia 
temnogenesi o autofissione, alla misura tipica, punto di partenza della nuova 
serie o progenie. Tale ingegnosa teoria, avendo il suo fondamento su qualche 
osservazione di fatto, incontrò grande favore presso molli distinti Botanici 
Tedeschi, i quali senza troppo discutere il caso nelle Diatomee accettarono 
quella teoria, perchè cosi la riproduzione di quelle risultava omologa allo 
sviluppo di qualsiasi tessuto organico, nel quale riconoscevasi un semplice 
aggregato di cellule, costituenti ciascuna altrettante individualità. 

Nella 2 .“ sessione del Congresso internazionale botanico tenuto in Firenze 
nel 1874, mi credetti in dovere di sottoporre al giudizio di quell’autorevo- 
lissimo Consesso il mio sentimento contrario a quella teoria , mentre in 
uno studio cosi poco seguito della Diatomologia interessa grandemente, che 
i pochi cultori di tale studio si adoperino ad impedire, che idee non troppo 
consentanee al vero passino indiscusse, le quali potrebbero venire ripetute 
da quelli, i quali dovendo far cenno a tali microrganismi, potrebbero ripe- 
terle, sedotti dalla autorità di Quegli , che le emise. In quella solenne 
occasione pertanto e avanti un consesso di tanta autorità in materia, esposi 
le mie idee su l’argomento, adducendo numerose prove in confutazione di 
quella teoria. Fra i diversi argomenti addotti di ragioni intrinseche, dimo- 
strai come l’autofissione, che dovrebbe far seguito e prendere per punto 
di partenza il frustulo sporangiale risultante dal processo di conjugazione 
sessuale e dall’auxospora, non possa aver luogo nel più grande numero di 
generi, cioè 1? in quelli nei quali le due valve'sono dissimili come nelfe 
Cocconeidee: 2? in quelle che avendo le due valve eguali, queste però co- 
stantemente si dispongono in modo da incrociare gli assi di figura, come 
i Campjrlodiscus , 3? finalmente quelli, che mai dispongono le due valve 
in condizione omologa e parallela, come avviene degli Asteromphalus e 
Asterolarnpra , nei quali i raggi delle due valve si alternano in luogo di 
sovrapporsi. E questo mio argomento viene confermato dal fatto, che fra i 
molti casi di autofissione o temnogenesi registrati dalla Scienza sin ora non 
incontrasi un solo caso, che vi faccia eccezione. 11 medesimo argomento 

10 confortavo con la testimonianza dell’illustre Micrografo Inglese D. r Wallich, 

11 quale riguarda il frustulo sporangiale quale forma mostruosa, con la 
quale cessa la serie decrescente. Alla quale opinione si aggiunge la gravis- 
sima autorità dell'Americano Professore Hamilton Laurence Smith, il quale 
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nota come lo Stauroneis Phanicenteron . E, non è altro che la forma spo- 
rangiale dello St. gracilis. E, al quale quello incontrasi unito, senza che 
mai si abbiano da osservare forme minori del primo tipo. 

Nella medesima circostanza confortai la mia opinione con addurre una 
osservazione personale, che ebbi la ventura di fare nei primordi dello studio 
intrapreso. Ricordai dunque il fortunato incontro , che mi si presentò nel 
primo anno che di proposito mi posi a studiare le Diatomee, quando sotto 
l’ingrandimento del Microscopio considerava un- frustulo di Podosphoenia 
tratto da piccolo acquario marino. Trova vasi quello al punto di emettere 
una nidiata di forme embrionali rotonde, che dall’ interno della cellula madre 
vidi sortire all’esterno ad una ad una, notando ancora che quelle forme 
rotonde fra loro eguali erano terminate nettamente da una linea , ciò che 
dimostrava l’esistenza in quelle di una parete, e che appena sortiti nel 
momentaneo moto di rotazione presentavano alternamente profilo rotondo o 
lineare. Sarebbe stato utile il fissare la memoria del fenomeno con un dise- 
gno, ma impedito da imperfezione congenita della mia mano dovetti con- 
tentarmi di descrivere minutamente ogni stadio del fenomeno, come feci ai 
momento che quello si arrestò, supplendo per tal modo con dettagliatissima 
descrizione alla mancanza di rappresentazione iconografica. Nè nuova può 
dirsi quella mia osservazione, essendo essa perfettamente consona a quanto 
venne veduto dal D. r Rabenhorst su di una Melosira varians. Ag. del quale 
caso ci lasciò una figura, e concorda assolutamente con altra osservazione 
parallela dell’Irlandese Micrografo Eugenio O’Meara intorno un Pleurosigma 
Spencerii, W. Sm. Ad onta però di queste tre osservazioni esattamente pa- 
rallele tra loro, nelle quali venne osservata la sortita di molteplici forme 
rotonde eguali e perfettamente circoscritte, in luogo di riconoscere in questi 
un caso di ^produzione , per non rinunziare ad una contraria preconcetta 
idea, fu gratuitamente supposto, che quei corpicciuoli rotondi non fossero 
altro che piccole Monadine o altri simili infusori aggirantisi attorno la 
Dia tornea. 

Io disperavo di pervenire a convincere persone, che stimo altamente, ma 
che sono a mio credere troppo tenaci in sostenere idee preconcette, quando 
il caso mi fu propizio nel presentarmi una palpabile prova, che ciò che venne 
interpretato nei tre sopracitati esempi per un insieme di forme embrionali, 
era realmente tale. Quantunque la nostra Italia sia molto ricca in depositi 
di Diatomee specialmente marine, però i giacimenti di queste presentansi 
molto poveri per varietà di tipi, così che questo mi fa propendere alla 
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opinione che la identità delle forme sia prova che i diversi giacimenti fac- 
ciano parte di un banco continuo, che incominciando dalla estrema Sicilia 
prosegue lungo la Penisola, forse anche oltre l’Italia centrale. Tutta questa 
formazione appartiene al plioceno , e quindi non è da maravigliare per la 
uniformità della flora di cotesti depositi. Ora però finalmente le diligenti 
investigazioni del eh. D. r Dante Pantaoelli condussero al rinvenimento di 
un deposito di formazione molto più antica nell’Appennino Modenese presso 
Monte Gibbio, e nel Reggiano presso le Quattro Castella e precisamente 
nel luogo detto La Madonna della Battaglia. Questi due depositi differiscono 
grandemente dagli altri, perchè in luogo di presentarsi in condizione scistosa 
costituiscono una massa irregolare di marna silicea, e al dire del Pantanelli 
sembra appartenere al mioceno inferiore. La flora Diatomacea di quelli gran- 
demente differisce dagli altri depositi Italiani, ed è ricca di nuovi tipi, 
che ora vado studiando, e che mi daranno argomento ad altra pubblicazione. 

Fra le molte rare e nuove forme del deposito del Monte Gibbio, che notai 
nell’esaminare alcune preparazioni fatte di tale materiale incontrai il tipo, 

la di cui figura èqui annessa. Que- 
sto tipo mi tenne alquanto perplesso 
su la determinazione della specie, 
alla quale appartenga. Consultando 
l’opera iconografica di Adolfo Schmidt 
su le Diatomee conosciute l’avrei ri- 
tenuto analogo alla fig. 31 della Tav. ss 
del suo atlante, se non fosse che 
quella forma proveniente da Mors 
nel lutland ne differisce unicamente 
per una piccola areola irregolare liscia 
al centro. Però, rileggendo attenta- 
mente le definizioni delle diverse 
specie di Coscinodiscus date da Pritchard, nel leggere i caratteri del C. 
radiolatus. E, non panni potere dubbitare neU’attribuire il nostro tipo a 
questa specie. A tale specie infatti vengono dall’A. assegnati i seguenti ca- 
ratteri « Granuli puntiformi, eguali, radianti » Così quantunque io non 
abbia consultato la figura originale data da Ehrenberg mi ritengo autoriz- 
zato a riguardare quel tipo per C. radiolatus. E. Ma quello, che più 
particolarmente attrasse la mia attenzione su questo esemplare, fu il vedere 
nel perimetro della valva numerosissime impronte di piccole forme rotonde 
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pressate insieme. La dimensione di tali impronte e più la distribuzione 
irregolare di quelle, per la quale si mostravano stipate e sovrapponenti 
in un punto e in altro vedevansi in ordine più rado , mi dissuase dal 
riguardarle quale una arcolazione della valva radialmente punteggiata. Fni 
pertanto astretto a cercare altra interpretazione di quella apparenza, e me 
la suggerì la ricordanza di quanto da me fu veduto nel caso sopraricordato 
della riproduzione della Podosphcenia , analoga alla osservazione di Rabeu- 
liorst su di una Melosira varians. Ag. e quella di O’Meara su un Pleu- 
rosigma Spencerii. Sm. Ritenni pertanto, che quelle forme rotonde eguali 
strette nel perimetro della valva dovessero certamente riguardarsi quali 
impronte delle forme embrionali rimaste in seno della cellula madre, allor 
che fu sorpresa da morte. 

La preparazione originale, che sottoposi airesame di persone, che si in- 
teressano o anche partecipano ai miei studi , viene gelosamente conservata 
per farla esaminare da chiunque ne avesse vaghezza, e per farne un foto- 
gramma appena che ne avrò agio. La figura, che viene qui data, fu sotto 
i miei occhi ritratta con l'aiuto dell’ottima camera lucida di Nachet, e quindi 
le misure sono della maggiore fedeltà. Però lo stato difettoso deU’esemplare 
fossile mi persuase di far supplire dal disegnatore alcune parti obliterate, 
e perciò nel disegno non si può esattamente verificare la circostanza della 
distribuzione ineguale delle forme rotonde contenute. Ma il non conoscersi 
in alcun Coscinodiscus l’esistenza di tali areole rotonde insieme alla gra- 
nulazione, e più la grandissima analogia (per non dirla identità) con quanto 
venne in tre diversi casi e da tre diversi osservatori notalo e riferito, rende 
poco meno che evidente la summenlovata interpretazione. 

Posto questo però, spontaneo presentasi un insegnamento, che ritengo 
completamente nuovo alla Scienza , il quale pure positivamente contradice 
una mia asserzione, che ritenevo indiscutibile. Nella memoria da me pre- 
sentata al Congresso Internazionale Botanico in Firenze , discorrendo della 
condizione organica, in cui si trova la silice, che costituisce la parete della 
cellula diatomacea, la quale condizione permette alla medesima parete l’ac- 
crescere e il distendersi come dimostrai con numerosi esempi, credetti po- 
tere avanzare la proposizione, non essere cioè assolutamente necessaria la 
presenza della silice in qualunque stadio della vita delle Diatomee e nomi- 
natamente nello stato embrionale. Ma il vedere rimasta nella valva la forma 
evidente della numerosa prole del frustulo genitore, attesta l’esistenza di 
un velo siliceo, che già costituiva la parete delle nuove Diatomee. Un inse- 
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gnamento così nuovo e inatteso esige però la conferma di ulteriori osser- 
vazioni di altri casi per essere autorizzati a generalizzarlo. 

Nè una tale conferma dovrà essere attesa lungo tempo, specialmente per 
quelli, che si danno più particolarmente all’esame di preparazioni di Dia- 
tomee fossili, mentre non dovrà riescire tanto raro un caso simile a quelle 
da me osservato di una Diatomea sorpresa dalla morte al momento di dare 
alla luce la nuova prole. Ed in fatti in seguito alla surriferita fortuita 
osservazione ho richiamalo alla mente quanto più volte ebbi sott'occhi senza 
sapermi rendere conto di quanto vedevo. In replicate volte mi avvenne, 
che nell’esaminare preparazioni da me fatte di Diatomee fossili mi si parassero 
innanzi taluni agglomeramenti di minutissime e tenuissime forme silicee ro- 
tonde, eguali tra loro , e a contorno perfettamente definito , senza potervi 
distinguere particolari caratteri di struttura da poter dire a qual genere o 
a quale specie appartenessero. Per analogia con il caso sopraccennato sem- 
brami dover ritenere con la maggior verosimiglianza che quelli agglomera- 
menti fossero da riguardare quali nidiate di giovani Diatomee, che erano 
in seno alla cellula madre nel momento di sortire alla luce, quando subi- 
tamente venne interrotta la vita vegetale di quella, o della cisti in grembo 
alla quale ebbero origine e il loro primo sviluppo. 

Da tutto questo sorge spontaneo l’insegnamento a quelli che si dilettano 
uel contemplare con l’aiuto del Microscopio le maraviglie della Natura e 
del Creato, quanto cioè si debba da essi porre attenzione nell'osservazione 
di ogni minima cosa e nel valutare qualunque lieve circostanza, in ciò che 
si para allo sguardo. 

Dissi appositamente osservare e non dissi vedere o riguardare, mentre il 
riguardare e il vedere è il semplice far uso della facoltà visiva, quando 
l’osservare implica la simultaueità dell'atto di vedere alla operazione mentale, 
con la quale si confronta quanto si vede con ciò, che se ne conosceva. 
L’attenta considerazione soltanto ci porta ad estendere le nostre cognizioni 
confermandole o pure modificandole; quella è il necessario requisito di 
chiunque studia la Natura, ma è la dote necessaria più particolarmente a 
quegli, che prese a speciale soggetto di studio organismi così maraviglio- 
samente piccoli come sono le Diatomee; le quali non potendo viventi ve- 
nire isolate e poste a parte in condizione di regolare sviluppo, non ci la- 
sciano speranza di conoscerne i speciali fenomeni biologici, se non in se- 
guito di fortuite osservazioni. 

Ab. Francesco Castracane. 

’ 31 
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COMUNICAZIONI 

Boncompagni, D. B. - Presentazione : 

Il eh. sig. Principe D. B. Boncompagni presentò all’Accademia, da parte 
dell’autore, una lettera scrittagli dal sig. Dott. Gustavo Enestròro, in data 
dei 29 Aprile 1888, intitolata : Lettre sur un théorème de Goidbach. In 
questa lettera è riportato un passo di una lettera di Leonardo Euler a Cri- 
stiano Goidbach, in data dei 30 Giugno 1742 , nel quale l’Euler dice essergli 
stalo comunicalo dal Goidbach il teorema, che ogni numero pari è la somma 
di due numeri primi. 

Provenzali, P. F. S. - Presentazione di una sua nota : (i) 

Il eh. P. Provenzali tornando sulla questione se le radiazioni solari pos- 
sano produrre qualche azione chimica nelle grandi profondità sottomarine, 
dimostrò che i risultali delle recenti esperienze fatte nella rada di Ville- 
franche dai sig. Fui e Serrazin non solo tali da potersene assolutamente 
inferire che al di la di 400 metri alcun raggio chimico non penetra nel- 
l’acqua del mare. I principali fatti recati dal disserente a prova del suo 
assnnto furono il diverso potere assorbente dell’acqua per i diversi raggi 
che costituiscono le radiazioni solari, e l’attitndine che hanno alcuni di 
questi raggi di agire chimicamente sulle sostanze organizzate e non sui com- 
posti minerali o anche organici fuori dell’influsso della vita. Inoltre fece 
notare che trattandosi di radiazioni già molto indebolite dall’assorbimento, 
il tempo di io' che durò ciascuna delle suddette sperienze, non basta perchè 
dalla mancanza di effetti chimici sensibili si possa con certezza conchiudere 
la totale assenza di raggi capaci di produrre questi effetti. 

Statuti, A. - Presentazione di un catalogo di crostacei : (2) 

Il eli; sig. Ingegnere A. Statuti, tanto a suo nome che del socio corri- 
spondente sig. Biagio Donati, presentò all’Accademia sotto il titolo di # Fauna 
» Carcinotogica della Provincia Romana » la prima parte di un loro ca- 
talogo mètodico e sinonimico dei crostacei marini, terrestri e fluviali, che 
vivono nella nostra regione, compilato da essi in base ai sistemi di clas- 
sifica più recenti. 

Questa prima parte comprende i crostacei del litorale di Civitavecchia: 
nella seconda sarà dato il complemento coll’aggiunta di quelli che si rin- 
vengono nel resto del litorale fino a Terracina, compresi, ben inteso, i corsi 
di acqua Pontini. 

(1) Questa nota è stata svolta nella memoria sul medesimo argomento pubblicata nel fascicolo 
della sessione I* del 21 dicembre 1884. 

(2) Tale catalogo verrà pubblicalo in uno dei seguenti fascicoli. 
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Il Disserente anzi tutto fece notare c^e non esisteva fin qui veruna opera 
speciale, relativa cioè alla nostra provincia, che pur abbraccia una distesa 
di lido assai ragguardevole (circa 220 chilometri), sopra questa classe di ani- 
mali apteri, dei quali è noto che il nostro Mediterraneo è ricco oltremodo. 
Dato poi un cenno suH’imporlanza che hanno i crostacei nell’alimentazione 
dell’uomo, aggiunse che quantunque lo studio da essi eseguito sopra le 
specie che vivono presso noi abbia a considerarsi come un lavoro d’interesse 
puramente locale; tuttavia, inteso come una contribuzioue alla Fauua della 
nostra provincia, potrà tornare di una qualche utilità, se non altro allo 
scopo di far conoscere quali siano le produzioni del nostro paese. 

Sottopose quindi all’Accademia le tavole delle figure di lutti i crostacei 
del litorale di Civitavecchia, che sono compresi nella memoria esibita: quali 
figure tuttoché disegnale e colorite dal vero con molta precisione cd esat- 
tezza dal nominalo socio corrispondente sig. Donati, non vennero intercalate 
nel testo per la semplice ragione che riferendosi per la massima parte ad 
animali già noti e che trovansi già figurali e descritti nelle grandi opere 
magistrali di Storia Naturale, possono sempre riscontrarsi nelle opere sud- 
dette; delle quali, come è di uso, non si è omessa per ogni singola specie 
la relativa citazione per comodo di chi amasse a suo bell’agio consultarle. 

Infine il disserente richiamò l’attenzione dell’Accademia sopra quattro 
specie di crostacei viventi, che per i loro caratteri distintivi non sembrano 
perfettamente corrispondere con quelle finora descritte. A migliore intelli- 
genza di ciò gli autori del catalogo hanno inserto nel medesimo tanto le 
figure quanto le descrizioni di queste specie, intendendo di sottoporle al giu- 
dizio degli scienziati per decidere se lealmente possono accettarsi come specie 
nuove , o piuttosto come semplici varietà locali. 

Grassi Landi, Mr. B. — Presentanone di un suo opuscolo: 

Il eh. Monsignor Bartolomeo Grassi Landi presentò il suo recente lavoro 
sopra « L'armonia dei suoni col vero corista o diapason normale ». 

De Rossi, Prof. M. S. — Presentazione di opuscoli di soci : 

Il segretario presentò da parte dell’autore socio corrispondente sig. E. Ca- 
talan una nota a stampa intitolata : Sur des formules relatives aux inte- 
grales Eulériennes: e da parte dell'autore socio corrispondente sig. prof. 
D. Ragona un suo opuscolo intitolato: Il Fohen del 6 Marzo isss. 

COMUNICAZIONI DEL SEGRETARIO 

Lettere di ringraziamento del Prof. Cerebotaui e del prof. Genocchi per 
la uomina a soci corrispondenti. 
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COMITATO SEGRETO 

Il Presidente diede relazione dell’udienza pontifìcia accordata al Comitato 
Accademico per la presentazione dei due volumi degli Atti, relativi agli 
anni XXXV e XXXVI. Riferì quindi le parole di somma benevolenza, con 
le quali il Santo Padre si espresse verso la nostra Accademia ed il Suo Vo- 
lere di promuovere e patrocinare sempre più l’attività dei lavori accademici^ 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 

Ordinari: Conte Ab. F. Caslracaue, Presidente. - Principe D. B. Boncom- 
pagni - P F. Ciampi - Comm. C. Descemet - P. F. S. Provenzali - 
Dott. M. Lanzi - P. G. S. Ferrari - P. G. Foglini — Prof. V. De Rossi 
Re — Cav. G, Olivieri - Prof. F. Ladelci - Cav. A. Statuti - Prof. M. 
S. de Rossi, Segretario . 

Corrispondenti: Mons. B. Grassi Landi. 


La seduta apertasi legalmente alle ore 5 j p. venne chiusa alle ore 7 | p. 


OPERE VENUTE IN DONO 

1. American Chemical Journal — Voi. 6, n* 3. (Juljr 1884). Baltimore, in 8? 

2. American Journal of Mathematics. — Voi. VII. — N. 3. — (Aprii 1885.) Baltimore, in-4? 

3. Aiti della R . Accademia delle scienze di Torino . — Voi. XX, disp. 3 e 4. Torino 1885. In 8? 

4. Atti della R. Accademia dei Lincei. — A. CCLXXXII, 1884 — 85. Serie IV, Rendiconti. 
Voi. I. Fase. 9 — 11. — Roma, 1885. In-4? 

5. Atti del R. Istituto d 9 Incoraggiamento di Napoli. — 3* Serie. — Voi. III. — Napoli, 1884, 
in-4/ 

6. Atti della Società crittogamologica italiana. — A. XXVIII. — Serie Seconda, Voi. III. — 
Disp. IV, — Varese, 1885. In-8° 

7. CATALAN (E.) — Sur dei formula relativa aux intégrale* Eulé Henna . Paris, 1884, in-8? 

8. Crònica cientifica . — A. Vili, n. 177—178. Barcelona, 4885. In 8.° 

9. GRASSI LANDI Mons. B. — V armonia dei suoni col vero corista 0 diapason normale. 
Roma, 1885, in-8.° 

10 La Civiltà Cattolica.. — A. XXXVI, Serie XII, Voi. X. — qoad. 837, 838. — Firenze, 
1885. In 8.° 

11. ONETTI (F.) — Sull* uso del tabacco da fumare. — Sanremo, 1885, in-8? 

12. RAGONA (D.; — Il « Foehn » del 6 Marzo 1883. — Modena 1885, in-8* 

13. Rivista di Artiglieria e Genio . — A. 1885, Marzo. Roma, 1885. In-8.° 

14. Sitzungsberichte der Kòniqlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. — 
XL — LIV. Berlin, 1884, in-4 ° 

15. The American Journal of Philology. Voi. IV, 3. Whole N. 15. — Baltimore, 1883, in-8/ 

16. TURAZZA (D.) — Memorie del Lorgna , dello Stratico e del Boscovich relative alla siste- 
mazione dell* Adige e piano d* avviso del Lorgna per la sistemazione di Brenta. — Padova, 
1885, in-4.° 
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ATTI 

DELL’ACCADEMIA PONTIFICIA 
DE NUOV I LINCEI 

SESSIONE VII* DEL 24 GIUGNO 4885 

PRESIDENZA DEL SIG. CONTE AB. FRANCESCO CASTRACANE 

DEGLI ANTELMINELLI 

MEMORIE E NOTE 

DEI SOCI ORDINARI E DEI CORRISPONDENTI 


TRASFORMAZIONE DEL BINOMIO 
^ a + ^ b . 

NOTA 

DEL PROF. MATTIA AZZARELLI 


i. Ls 


ja risoluzione dell’equazione di grado tm derivativa del secondo grado 
da origine ad una funzione irrazionale di grado m di un binomio in parte 
razionale, ed in parte irrazionale di secondo grado, ossia data l’equazione: 

x* m + px m + <7 = 0 

si ha : 

— 

e quindi, tenendo conto della sola sua determinazione numerica, 


x 


V-W?" 


Qui ci proponiamo di considerare semplicemente il caso elementare 'di m = *, 
ovvero l’équazione : 

x * + px* + q = o 

che da : 


yZ-W't- 
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2 . Prima di venire alla trasformazione di questa funzione procureremo 
riconoscere, per maggiore chiarezza, quali sieno quelle funzioni binomie il 
quadrato delle quali si riduca ad una parte razionale ed un altra irrazio- 
nale, cioè, alla forma: 

a + \/b7 

e quali sieno quelle funzioni i quadrati delle quali sono formati di due 
parti irrazionali. 

Abbiamo 

a) [re» + ^n] a « m* re + am «• A + ^B. 

quando si ponga 

re* a + re = A, 4 m'n = B, 

b) [v^/re + V^]* = re» + re + 2 ^mn, = A + V B 
se facciasi 

m + n = A, Amn *=> B. 


c) [Vre» + y/re + >Jm — y^rej 2 = 2/re + 2 - re = A + ^B. 

ponendo 

are» - A, 4 (re» a - re) = B. 

rf) [V y'm + re + \lyfm- re] 1 = ay'rè* + 2^/re - re a = ^n», + ^/T, 


posto 


4 re» = rei, , 4(re» - n a ) = re, 


e per la (6) otterremo ancora 

+ " + Vfy"» -»)*]*- (V"», + \/n,) a 
e) [V^y/m+ \Jn + \J \Jm - y're ] 2 = 2^re» + 2V^re» - re 
e quindi per la stessa (6) troveremo 


A+ v/B. 


[(VV m + + ^ré) a ] a “ A +VB. 

Da questa esposizione risulta che i quadrati delle funzioni a), b), c) si com- 
pongono sempre di binomi ddi quali una parte è razionale, c l’altra irra- 
zionale, ma i quadrati di quelle corrispondenti a d), e) hanno per loro 
quadrati binomi le cui parti sono ambedue irrazionali, e le loro potenze 
quarte sono della forma considerata. 

3. Riconosciute le principali forme di quelle funzioni che nei loro qua- 
drati, è potenze quarte danno binomi composti di una parte razionale e di 
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un altra irrazionale dì secóndo grado, passeremo alla trasformazione della 
funzione ■ 




supponendo primieramente che si tratti di una quantità reale, cioè che sia : 
Sia per comodo 


p 1 

~ 4 


P P u 

= a, — — q —b 
2 4 7 

la funzione che dovremo considerare sarà : 

^ a + tfb- 

A. 11 metodo che viene seguito in tutti i corsi moderni consiste nel porre 

>/a + \Jb = \Jx + yjjr (t) 

e quindi quadrando la (i), si pongono 

x + y = a ; l\Jxy = \jb 

e quadrata la seconda si hanno le due equazioni coesistenti 


x 


+y ° a, *y = -» 


che, per la composizione delle equazioni di secondo grado, chiamata u la 
incognita simbolica, si ha : 

b 

u* — au + — « o 


dalla quale immediatamente 


u = — ± ^ a 1 — b. 

2 2 


onde 


e la (t) diventa: 


x 


a + >Ja* - b a — \/a* — b 

■ » r = 

a ^ a 


Va + \jb « -yr [\/a *+• V<* 2 - b + Va - V<? - &] (2) 

V 2 
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nel cui secondo membro si hanno due funzioni pariforme alla proposta, e 
dove giova notare che x ed jr sono razionali soltanto lorcliè è un quadrato 
esatto la differenza 

— b , 

ed in questo caso si ottiene un risultato semplice perchè, se rappresenteremo 
per c* essa differenza troveremo allora: 

^ TTb - \À? * yfè 

Il secondo membro della (s) è tale che, fatto di esso il quadrato, riproduce 
il radicando del primo membro, dunque esso membro secondo è la radice 
seconda dal dato radicando, e perciò dal binomio a + \Jb si può estrarre 
la radice seconda quando la funzione 

a* — b 

sia uu quadrato esatto. 

s. Pervenuti alla ( 2 ) dobbiamo notare che il primo membro è sempre 
reale, cd il secondo lo è fin tanto che si conserva 

a * - 0 

ovvero 

a>\fb 

Se avesse luogo la condizione 

a<\Tb 

come si veriGca nella soluzione di molte equazioni biquadratiche derivative 
del secondo grado, per esempio 

x 4 - Hx* - 63 =* 0 

per la quale risulta 

x «= * V^r ± /t9 + 63 ; 

allora considerando il segno positivo pel radicando, il primo membro della (t) 
è reale ed il secondo immaginario, giacche il quadrato dalla parte razionale 
risulta minore del quadralo della irrazionale, cioè 

49 - H2<0. 

Ma non potendo essere una quantità al tempo stesso reale ed immaginaria, 
nel secondo membro la immaginarietà deve essere soltanto apparente. Di fatti 
se poniamo la ( 2 ) sotto la seguente forma : 
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avremo 


E perchè 


\Jb — a* — q 

<J777b - \/\ [y'i ver]- 


v/ 1 


sviluppando colle leggi del binomio di Newton sarà 

.— \i 


ovvero 


( ,+ f ‘'-*) 1 

= i + q - \f~i- iiif-ì 2! _ l it r . 1 * , ( * _ 2 ] i! ^ 

a v 2 ! a 2 3 ! a 5 v 

, ili” 1 ) (a -8 ) (a ~ 3 ). ^ , i(5“t)-**(a“*) 7* ./ — 7 

I» ^ + 5! ó* y-i-.... 

H^)‘ 

2 1.3. 5 1 <1 . ic *r o / n\§ 


2! \2a/ a! \2a 



1.3. 5. 7. 9 /<5T 

6 ! ( 2 ai 


]^- 

Ora dal binomio 

i + ^ ^17 
a v 

si passa all’altro col porre — ^ in luogo di + —, onde avremo immediatamente 


H^y 


32 
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i 


2 ! 



1.3. 5. 7. 9 

2 a) e!' 



1 _ L !» (±\\ *- 3 - s - 7 ( q \* 

Za 3! \2a / 5! \2 a) 



sommando ottemmo: 




] 


ove il secondo membro è reale ma è dato da una serie della quale non 
sempre pnò assegnarsi jl suo valore numerico approssimato perchè non può 
dimostrarsi sempre la sua convergenza, quantunque abbia segui alternati- 
vi nel qual caso basterebbe che fosse almeno decrescente. 

6. La trasformazione della ( 2 ) può eseguirsi ancora impiegando le fun- 
zioni goniometriche, ed anzi iu questo caso può assegnarsi il suo valore 
numerico con quel grado di approssimazione che può desiderarsi. 

7 . Prima di dare questo metodo crediamo utile porre il seguente 
Lemma . - La radice seconda di un binomio immaginario della forma: 


cosa + y'- i sena 

si ottiene dividendo l’arco per 2 . 

Si ponga 

V^co sa + ^ i sena « \fx + v Fy. >j- I, 


ove x , y sieno quantità reali: quadrando ne risultano: 


x -y => cosa 
ìsfxy = sena 

ovvero 

x 2 — 2 xy +y* = cos*a 
4 xy = sen a a 


che sommate ed estrattane la radice seconda si ottiene 
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x+y = *• 

Essendo pertanto coesistenti le due 

x +y = i, x - y = cosa 


ne dedurremo subito 


i + cosa i - cosa 

x > r = 

A A 


ma 


i + cos a 


a i — cosa 


«=» cos - : 

2 2 2 


a 

= sen i 2 - 


dunque 


r ;= a , — a 

Vcosa + y- i sena « cos - + y- i sen - . 


A questo risultato si può giungere ancora ragionando come siegue. 
Si ponga 

^cosa •+■ sena =* x +jr yC"I 
dalla quale quadrando si deducono 


x 2 —y 2 = cosa x 2 y 2 = - sen 2 a, 


e se poniamo 


avremo 




x 2 + z 2 = cosa, x 2 z 2 =3 — sen 2 a 

4 


e quindi, per la composizione delle equazioni di secondo grado, sara 


dalla quale deduciamo 


ovvero 


u 2 ~u cosa sen 2 a = o 

4 


i 1 

u = - cosa =±= - 


x 2 « - (i + cosa) = cos 2 — 

2 2 


i a 

y 2 = - (i-cos«)=sen 2 — 
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a a 

x ■= cos - , r = sen - . 
2 J 2 


Questi valori possono assegnarsi ancora nel modo seguente che notiamo 
perchè ci sarà utile in seguito. 

Riprese l’equazioni 

x —y 2 » cosa, xjr - sena 

noteremo che dalle funzioni circolari si ha 

a a a a 1 

cos* — sen* - = cosa, sen - cos - ■= - sena 
2 2 2 2 2 

di qui pel semplice confronto ne deduciamo 


x =» cos - > r = sen - • 

2 J 2 

Dunque da un binomio della forma 

cosa + sena 

si estrae la radice seconda dividendo l’arco per l’indice della radice 
Questa verità ha luogo per qualunque radice come vedremo al § is. 

8. Dopo ciò si riprenda 




(3) 


Si ponga 
dalla quale 


i + ? y'- i = r (cos<p + i senq>) 


q 

r cos<p — l , rsen<p = - 


(*) 


che sono sufficienti per la determinazione di r e <p. A questo fine qua- 
drando e sommando abbiamo : 

, q * a 2 + q 2 

r = t + — 2 = 7 1 - 

a* a* 
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e perchè q 2 *=b - a* sarà : 


r "v 6 


a 


e quindi dalle (4) 


a q yb-a 2 


tang<p = 


yjb-a 1 


che ci fa conoscere il valore numerico dell'angolo <p. Pel lemma promesso 
avremo dunque 


\A + f v/rT = ^ [ C0S 2 + ^ 8611 i] 
\A-f [ cos sen |] 

e da queste deduciamo 

\Z 1 + ^ r7+ y/t-| v' r * e=2 v/ ?cos | 

e quando per la r si ponga il suo valore, la (3) si muta in 

a + tfb = 2 tfb cos- • 


che, oltre essere reale, può calcolarsi facilmente per logaritmi. 

0. 11 metodo presentato dai primi analisti per la trasformazione della 
quantità 

a + Vb, 

che vale tanto pel caso di 

a a — t> 0 ed a*— 0, 

trovasi a lungo esposto nella storia delle Matematiche del Cossali. 

Noi crediamo far cosa utile di notarlo, giacche di esso non si parla in 


Digitized by ^.ooQle 



— 236 — 

verun corso elementare, e d’altronde esso è molto semplice, dipendendo da 
un principio elementarissimo. 

io. Qualunque sia il segno della quantità 

m - n 

è certo che sempre ha luogo 

(m - ri ) 2 > o 

e quindi 

ni 1 + n* - s mn > o 

la quale richiede che sia 

/»* + «*> 2 mn -, 

dunque il seguente : 

Principio. — Nel quadrato di un binomio, qualunque sieno le sue parti, 
cioè tanto razionali, quanto irrazionali, o l’una razionale e l’altra irra- 
zionale, la somma dei quadrati delle due parli fe sempre maggiore del doppio 
prodotto delle parti medesime. 

io. Dopo ciò sia proposta, per essere trasformata, la funzione solita 

Va + s/b. 

Quando nel binomio a + \/b si domanda la sua radice seconda, questa si deve 
considerare come la espressione ridotta del quadrato di un binomio, le dne 
parli del quale sono incognite. Dunque pel principio stabilito, la parte mag- 
giore del proposto binomio 

a ->r\Jb 

deve essere formata della somma dei quadrati delle due parti incognite 
del binomio radice, e la parte minore deve eguagliare il doppio prodotto 
di queste medesime due parti incognite' 

Si ponga ora : 

Va + yfb = \[x + \]y, 

ove x ed y possono essere tanto razionali, quanto irrazionali, quadrando, 
c posto essere 

a>\fb 

avremo 

a + \Jb = x +y + i\Jxy 
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e quindi pel principio stabilito, le due 

a = x +y, sjb = vjxy (5) 

delle quali, come è già noto, deduciamo : 


\ia + Vb=>~^ [Va + yjd 1 - b + Va- \fa 2 - b~\: 

Ma se è 

. a<)fb 

in luogo delle (5) dovremo porre 

x +y = \Jb, ì'J xy = a 
dalle quali, quadrando è sottraendo, si ha : 

x 2 — 2 xy +y 2 = b - a 2 


e quindi 


x - y = sjb - a 2 . 


Dunque per la determinazione delle x, ed y abbiamo due equazioni di 
primo grado, le quali danno 

\fb + \fb -a*. db - db - a 2 

x <** , y = l 

2 J 2 

che sostituiti in 


Va + \Jb = \/x 4 . \[j 

risulta la quantità reale 

Va + \fb = [V\fb + Vb^a 2 + VVb - s/b^a 2 ]. 

il. Se per esempio si domandasse la radice seconda della quantità 

V2 + y/5 

essendo qui 

a = 2, >Jb = sj 5, b - a 1 =» i 

risulterebbe 

+ v/s = [vfys + I + V'v/'s- «] 


# 
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is. Resta ora che prendiamo a trasformare la funzione 


pel caso che abbiasi 




P * 

P j-q<0 


onde ritenute le denominazioni già stabilite sarà 

oc - \ja ± \jb \J—\ 

e posto 


\/a + tfb i — m + n ìj— i 

ove m, n devono essere due incognite reali. Quadrando, pel principio di 
omogeneità dovremo avere: 

m 2 - n 2 = a , tmn ■= \jì> 

le quali quadrate e sommate danno : 

m 4 + tm 2 n 2 + n*=*a 2 + b ■ 


da cui 

che coesistendo con : 


si avra: 


e quindi 


m 2 + n 2 « \/a 2 + b, 

m 2 —n 2 = a 

Va 2 + b + a 

m 2 

2 

, ^ a 2 + b - a 

n 2 = 


t / yja 2 + b + a 

m =* V s 

t J\[a 2 +b - a 
n = * y ■■ - — ' '■ 


e perciò 
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\/a + \fb \f- 1 [V ^a 2 + 6 + a + ^- i vV«* + b - a] 

Dunque la radice seconda di un numero complesso h un altro numero 
complesso determinato nella sua forma. 

i$. Termineremo col dimostrare che il noto teorema dovuto a Moivre, 
del quale abbiamo già fatto uso, per l’esponente intero, 

(cosa + sena)™ = cosma + \J~i senma 

vale ancora pel caso dell’esponente fratto. * 

Nel nostro ragionamento procederemo per induzione. Abbiamo già ve* 
duto (7) essere 

/ 7= a . — a 

y cosa + »/- 1 sena = cos - + 1/- 1 sen - . 
v 2 v 2 

Ora porremo 

J/cosa + v/ri sena => x +y \[Z\ 

essendo x, y reali. 

Elevando alla terza potenza avremo 

cosa + sena = x 3 + zx'y \] 1 \ - 3 xy 2 - y 3 

dalla quale le due seguenti 

cosa = x 3 — z.xy 2 
sena = 3 x 2 y — y 3 

che elevate al quadrato e sommate, dopo semplici riduzioni, ci danno 


e quindi 


cos a a + sen a a = x* + 2x'*y 2 + 3 x*y* + y* 


( x 2 + y 2 ) 3 = t 


e tenuto conto della sola radice reale avremo 

x 2 + y 2 = i. 

la quale, come conseguenza delle due superiori equazioni, deve coesistere 
con esse, onde nella prima eliminato y 2 e nell’altra x 2 , otterremo 

cosa = 4 x 3 — zx 

sena = 3 y — 4 y 3 
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ovvero 


4x 3 — ZX — cosa = o 
hj 3 - yr + sena = o. 


Ora dalle funzioni circolari abbiamo 


fatto 


sens/n = 3senm — 4sen 3 /» 
C0S3 m = 4COS 3 /» — 3COSTO 


ne deduciamo le seguenti- 


3/n « 9 , m = - 
3 


4COS 3 3COS cosa = 0 


isen 3 - - 3sen - + sena = o. 
3 3 


Se confrontiamo ordinatamente queste due equazioui con quelle espresse 
per x ed y riconosceremo essere 


Dunque 


x = cqs - , r = sen - , 
3 " 3 


i/cosa + t/- i sena = cos - + d- i sen -• 

3 y a 

Se si prende a considerare 
essendo allora 
e perchè 


^cosa + y/- i sena 

j/cosa + ^ — ( sena = y/cosa + y/Z~7 sena 


l/cosa + \J- i sena = cos - + J- i sen - 

2 v 2 


avremo 


e quindi 


y/cosa + y/- i sena «= y/ cos ^ + y/- i sen - 

*/ := a , a 

l/cosa + i/- i sena = cos - + t/- i sen - • 

4 y 4 
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Si ponga ora 

y'cosa + yTì sena ~ x +jr y/Cl 
e si elevi alla 5* potenza, otteniamo 
cosa + \J~i sena = x 5 + sx'*y y/^7 - iox 3 ^ 2 - iox 2 ^ 3 \J~i + s^x 4 + j 5 yC7 
dalla quale le due seguenti 

cosa *= X 5 — iOX^ 2 + SX^ -4 
sena = sx 4 j" — iox 2 ^ 3 + y 5 

che quadrate e sommate, dopo semplici riduzioni, danna: 

x 1 ® + 5 X 8 r* + io x 6 j* + iox 4 / 6 + s x 2 j* +j- l ° = t 

ovvero, 

(x a +7 a ) 5 = i, 

e tenuto conto della radice reale è : 

x* + jr* = 1 

e quindi ne deduciamo prontamente 

I6X 5 - 20X 3 + sx - cosa = o 
toy 5 — 20 y 3 +5 y — sena = o 
Ma le funzioni circolari ci danno 

iecos 5 m — 20cos 3 m + scosm — cosso» = o 
i6sen 5 o» — 20sen 3 m + sseno» — senso» = o 


e posto 


otterremo 


Sm a a, m => - 

s 


e* , a a 

16COS 20COS 3 - +5C0S cosa = 0 


c a a a 

iosen 3 - — 20sen 3 - +ssen — sena ■= o 
5 ss 

e dal confronto di queste con l’equazioni date per x, e per y ne deduciamo 

a 


Dunque 


x = cos - , r => sen - 
s J s 


J/cosa + y/- i sena = cos - + yC”i sen - • 
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Per la radice 6', abbiamo 

[/cosa + yC~i sena = y/ {/cosa + yCI sena 
ma 


dunque 
ed in fine 


j/cosa + y/T7 sena =» cos - + y/- i sen ~ 


[/cosa + \J- i sena ~ cos ^ i sen ? 


/cosa y/_ i sena = cos — |- i/— * sen ~ ' 

6 T 6 


Continuando il medesimo ragionamento concluderemo ,in generale essere 


[/ cosa + t/T7 sena « cos — + i/ITì sen — 

m 1 m 

Ora dico che se questa relazione ha luogo per l’indice m del radicale, ha 
luogo ancora per l’indice m + t. 

Di fatti si ponga 

■-M 

V^cosa + \J~\ sena = coss 4- 1/T7 senz 
elevando alla potenza di grado m + i risulta 

cosa + ^ - i sena = cos(t» + i)z + y/T 7 sen(m + i)z 

dalla quale 

cosa = cos(m + i )z, sena = sen(m + i)z 

Gli archi a, (m + i)z avendo il seno e coseno eguali in valore e segno, 
dunque sono contermini e tra le differenti eguaglianze ha luogo ancora 


a «= (m + i)z da cui z = 


m + i 


Dunque 

■M- l 

\/cosa + i/rr sena = cos + i/IT sen — - — . 

m + i 

Ora la nostra relzione ha luogo per 

m = 2 , = 3 , = 4 , « 5 , 

dunque essa vale per tutti i valori interi e positivi della m. 
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COMUNICAZIONI 

Tuccihei, Prof. G. - Presentazione di una sua nota ( 1 ) : 

Il eh. sig. prof. G. Tuccimei lesse una nota col titolo: Contribuzione 
alla geologia dell'interno di Roma , nella quale rendeva conto dei terreni 
venuti in luce in diversi punti della città ad occasione delle demolizioni e 
foudazioni di edifìzii. Citò il rinvenimento di una sabbia silicea, giallastra, 
grossolana, trovata circa all’ordinata 27m, in un cavo a via del Boschetto, 
nella valle tra il Viminale e l’Esquilino. Mostrò come questa sabbia doveva 
essere la continuazione di quella rinvenuta dall’A. sotto l’Oppio, nello scavo 
del collettore municipale, e rappresentata in h nella sezione geologica dell’Es- 
quilino già da lui pubblicata. Sotto questa sabbia comparve una ghiaia a 
ciottoli irregolari e voluminosi, alcuni calcarei, altri silicei. L’origine allu- 
vionale di questi banchi è confermata da vestigia fossili di molluschi ' ter- 
restri trovati nello stesso cavo, ma ad un livello inferiore. Il Brocchi trovò 
sotto la stessa via del Boschetto sabbia mista a nodi di travertino, ma il 
punto da lui citato è lontano da quello dell’attuale cavo, cioè trovasi 
presso al versante opposto che scende dal Viminale. Qui poi la presenza 
del travertino è confermata da alcuni cavi eseguiti in via Clementina, dove 
è apparso allo scoperto sotto al terreno di scarico : i? un banco di tufo 
granulare di circa im di spessore : 2 ? uno di tufo terroso rossastro di circa 
sm : 3? una sabbia calcare giallo-bruna qua e là concrezionata, di appena 
Om, 40 : 4® una argilla turchina omogenea, che continuava a 6m dal piano 
stradale. In tre pozzi poi praticati sullo stesso luogo si è trovato alla 
quota di ssm in som sul mare un banco di travertino durissimo a concre- 
zioni tubiformi. Questo probabilmente è addossalo ai terreni precedenti, 
nella loro parte inferiore, mentre la superiore apparisce scoperta sopra al 
livello del piano stradale, la cui pendenza è fortissima. Alcuni anni fa il 
prof. Keller osservò lo stesso banco di travertino a pochi passi di distanza, 
cioè alla gradinata di via dei Zingari, e il Brocchi trovò concrezioni isolate 
nella stessa via Clementina, ma in un punto più declive di quello in questione. 

Più importante è la sezione venuta in luce sulla destra del Tevere al- 
l’ordinata 49m sul colle Vaticano, e precisamente nel giardino della Pigna, 
dove si cavano le fondazioni per la colonna da erigere ivi in memoria del 


(I) Questa nota è stata pubblicata nel voi. I delle Memorie della Pontifìcia Accademia dei 
Nuovi Lincei. 
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Concilio ecumenico. Sotto a uno scarico di appena tm, si è trovato: i? una 
sabbia fina, argillosa, simile al limo che depone il Tevere nelle sue piene: 
2 ? una ghiaia minuta, incoerente, mista a sabbia silicea e con molti ele- 
menti vulcanici: 3? una sabbia silicea grossolana con cristallini quasi in- 
tieri di augite, granuli di magnetite, ecc. : 4? altra ghiaia coti stratarelli 
neri, ricchi di granuli magnetici e tracce vulcaniche più abbondarti. In 
questa si trovarono pure frammenti di Diatomee: s? finalmente un bel tufo 
granulare, bigio, omogeueo. L’A. mostrò come questa formazione addossata 
alle assise plioceniche, sia uno dei più recenti depositi . alluvionali dell’in- 
terno di Roma ; come i detriti vulcanici contenutivi sieno da ritenersi d’o- 
rigine laziale; come le ghiaie per la loro composizione e giacitura ricordino 
quelle di Tor di Quinto e della vallata delTAniene. Gito le osservazioni del 
Breislak, dal Brocchi e del Ponzi sullo stesso lato del Tevere, mostrando 
come di addossamenti alluvionali a quell’altezza, sopra i terreni pliocenici 
sulla destra del Tevere, non si avessero fino ad ora che vaghe indicazioni. 

Ragona, Prof. D. - Presentazione di una sua memoria (t): 

Il socio corrispondente eh. sig. prof. Domenico Ragona per mezzo del 
Segretario presentò all’Accademia una sua memoria, nella quale l’A. applica 
un nuovo metodo alla ricerca delle leggi della frequenza dei venti relati- 
vamente all’orizzonte di Modena. Divide il suo lavoro in due parli, con- 
cernenti il periodo annuale e il periodo diurno. Riguardo al .periodo an- 
nuale dimostra che i venti dividonsi in due classi. La prima comprende 
quei venti che hanno nel corso dell’anno tre massimi e tre minimi di fre- 
quenza. La seconda quelli che hanno nello stesso periodo due massimi e 
due minimi di frequenza. Di ciascuna delle classi mette in chiaro le relazioni 
con ^altri fenomeni cosi della meteorologia, come del magnetismo terrestre. 
Riguardo al periodo diurno l’A. dimostra, che in tutto l’anno vi è in esso 
periodo un tipo fondamentale della frequenza dei venti. Questo tipo fonda- 
mentale diurno presenta nel corso del giorno tre istanti di massima e tre 
istanti di minima frequenza. Gli otto venti principali seguono esattamente 
nelle loro fasi di frequenza o gli istanti del tipo fondamentale ovvero gli 
istanti intermedii. In ultimo luogo stabilisce le relazioni tra il tipo fonda- 
mentale di frequenza e le fasi diurne cosi della velocità del vento, come 
delle oscillazioni dell’ago magnetico di declinazione. 


(1) Tale lavoro viene inserito nel voi. 11° delle Memorie della Pontificia Accademia dei 
Nuovi Lincei. 
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De Bossi, Prof. M. S. — Considerazioni su di una forma di moti 
del suolo : 

Il Prof. Michele Stefano de Rossi richiamò l’attenzione degli adunati sulla 
erroneità dell’opinione generale che si ha intorno agli studi moderni geo- 
dinamici, considerandoli come pure esercitazioni scientifiche senza pratiche 
applicazioni. Ricordò d’aver su questo tema tenuto una apposita conferenza 
in Torino durante 1’ ultima esposizione nazionale. Disse poscia volere nel- 
l’odierna seduta considerare un punto speciale c nuovo di applicabilità al- 
l’edilizia di una proprietà o forma riconosciuta nei movimenti sismici del 
suolo. Fece notare come oltre ai lenti movimenti detti microsismici sempre 
insensibili ed ai terremoti istantanei talora sensibili e talora insensibili , 
avvengano altri veri terremoti grandiosi, quantunque insensibili per effetto 
della lentezza delle onde terrestri. Considerò peraltro gli effetti e la po- 
tenza di queste onde, non che la loro relativa frequenza; lo che dimostrò 
non poter essere indifferente per gli edifici e dovere invece lentamente 
agire per sconnetterli, lesionarli, alterarne la verticalità. Svolse le prove 
da lui raccolte circa questi fatti, fra le quali mise in luce ciò che gene- 
ralmente non si avverte, la determinazione cioà delle frane, sia nelle cave, 
sia negli edifici in costruzione; le quali quantunque preparate dall’incuria 
o da altre .condizioni statiche locali, ricevono poi la spinta finale da un 
terremoto insensibile o da un movimento del suolo dei sopra descritti. Con- 
cluse che queste sue riflessioni armonizzano, o per dir meglio completano 
le considerazioni proposte dal Mercalli in un suo recente opuscolo intito- 
lato : Le case che si sfasciano ed i terremoti. 

L’autore di questo scritto considera il pericolo al quale si espongono 
Roma e Milano col l’improvvisare nuovi quartieri costruiti poco solidamente 
ed eccessivamente elevati, nei quali disgraziatamente spesseggiano parziali 
rovine durante anche il periodo della stessa lavorazione. 

L’autore teme che la medesima incuria si avrà nelle vaste costruzioni, 
clic conseguiranno lo sventramento di Napoli. Per conseguenza egli vede 
in queste tre città necessario un provvedimento edilizio per tutelare la si- 
curezza degli abitanti contro i danni di possibili forti terremoti, dai quali 
la storia dimostra non essere punto esenti nè Milano, nè Roma, nè molto 
meno la vulcanica Napoli. 

De Rossi, Prof. M. S. — Presentazioni diverse di Soci : 

Il Segretario presentò da parte del socio ordinario Sig. Principe D. B. 
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Bon compagni un esemplare del Ballettino di Bibliografia e di Storia delle 
Scienze matematiche e fisiche , agosto 1884. Presentò inoltre un opuscolo 
del socio corrispondente A. Certes, intitolato: « De l’emploi des matières 
» colorantes dans l’étude physiologique et histologique des infusoires vi- 
» vants, » ed un lavoro a stampa del socio corrispondente prof. Pietro 
M. Garibaldi sulle « Variazioni ordinarie e straordinarie del magnete di 
» declinazione diurna osservate in Genova nel periodo 1872-84 ». 

COMUNICAZIONI DEL SEGRETARIO 
Lettere di ringraziamento del Prof. G. Mercalli e Prof. Stefano Rossi, 
per la loro nomina a soci corrispondenti. 

SOCI PRESENTI A QUESTA SESSIONE 
Ordinari : Prof. M. Azzarelli. - Prof. F. Ladelci. - Cav. G. Olivieri. - 
Prof. G. Tuccimei. — Prof. M. S. De Rossi, Segretario. 

Corrispondenti : Mons. B. Grassi Landi. 


OPERE VENUTE IN DONO 

1. Acadtmir Commerciale eatholique de Montreal. Annce académique 1873—74. Montréal , 
1874. in-8.® 

2. A Few of thè Many Pointt of Interest noted in a Tour of Canada . Toronto 1884, in-8.® 

3. Atti della H. Accademia delle scienze di Torino. Voi. XX, disp. 5*. — Torino, 1885» in-8.* 

4. Atti della R. Accademia dei Lincei . — A. CCLXXXII, 1884 — 85, — Serie IV. — Rendiconti, 
Voi. I. — Fase. 12°. Roma, 1885. In-4? 

5. Boletin de la Academia nacional de ciencias en Córdoha . — T. VII. — Entrega 4*. — 
Buenos Aires, 1885. In 8.® 

6. Ballettino della R. Accademia medica di Roma . — A. XI. — n. 2. — Roma, 1884. In 8? 

7. Ballettino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche. — T. XVII. — 
Agosto 1884. — Roma, 1884. In-4.® 

8. Canàdian Pacific Railway eastern division. Montreal, 1882 in-8.® 

9. CERTES (A.; — De l'emploi des matières colorantes dans Téiude physiologique et histolo- 
gique des infusoires virante . — Paris, 1885, in*8.* 

10. Crònica cùntifica . — A. Vili. N. 179, 180. — Barcelona, 1885. In-8.® 

11. EKIIOLM (N.) et HAGSTROM (K. L.) — Mesures des hauteurs et des mouvements des 
nuages . 

12. GARIBALDI (P. M.) — Variazioni ordinarie e straordinarie del magnete di declinazione 
diurna osservata in Genova nel periodo 1872 — 84. — Genova 1885. in-8.® 

13. Journal de la socutv physico-chimique russe. — T. XVII, n.®4, 5. S. 1 Pétersbourg 1885. In-8.° 

14. La Civiltà Cattolica . A. XXXVI, serie XII, V/ol. X, quad. 839, 840. Fireme 1885. In-8.® 

15. LIOY (P.) — Il Dottor Bcggiato. — Commemorazione. — Vicenxa, 1885, in-8.® 

16. Polybtblion. — Revue bibliographique universelle. — Partic littéraire. — Deuxième sèrie. 
T. XXI. — XLIII® de la collection. — V a livraison. — Mai — Paris, 1885. In-8.® 

17. Partie technique. — II® sèrie, — T. XI. — XLV® de la collection. — V® livraison. 

Mai. — Paris, 1885. In-8.® 

18. R . Comitato Geologico d'Italia , 1885. - — Bollettino n. 3 e 4. Roma, 1885. In-8? 

19. Rendiconto dell' Accademia delle scienze fisiche e matematiche (Sezione della Società Reale 
di Napoli). A. XXIV, fase. 3.° Mario 1885. — Napoli, 1885, in-4.® 

20. Rendiconto delle sessioni dell* Accademia reale delle scienze dell' Istituto di Bologna. Anno 
1884—85. — Bologna, 1885. In-8. 

21. Rivista di Artiglieria e Genio. — Aprile 1885. — Roma, 1885. in 8.® 

22. The Canadian Antiquarian onde S u mi s malie journal. — Voi. V , n* 3* — Voi. Vili , 
n® 2. — Montreal 1877, 1879. — in-8.® 

23. The Scientific Proceedings of thè Rogai Dublin Society. — Voi. IV. (N. S.) — Part 5. 
Dublin, 1884. In-8.® 

24. The scientific Transactions of thè Royal Dublin Society . Voi. III. (Serie II). IV, V, VI. 
Dublin, 1884-85. In-4.® 
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